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SOMMARIO

I Certificati del Tesoro con opzione di rimborso 
anticipato (CTO) rappresentano il primo esempio in Italia di 
titoli riscattabili/estensibili (retractable/extendible bonds), 
da tempo noti sul mercato canadese e di recente diffusione anche 
sull'euromereato. In questo lavoro, il modello di Cox, Ingersoll 
e Ross ad un fattore è stato utilizzato per determinare il valore 
di equilibrio dei CTO alla data della prima emissione. La 
simulazione degli effetti di modifiche nelle loro caratteristiche 
contrattuali offre utili indicazioni sul disegno ottimale di 
questi titoli.
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1. Introduzione

I Certificati del Tesoro con Opzione (CTO), emessi il 1° 
dicembre 1988, sono ordinari titoli a tasso fisso a 8 anni 
provvisti di un'opzione che attribuisce al portatore il diritto 
di richiedere il rimborso anticipato alla fine del quarto anno.

Nel seguito, dopo avere descritto le caratteristiche dei 
CTO (§ 2), viene mostrato come essi possano essere considerati 
titoli a 4 anni forniti di un'opzione cali o titoli a 8 anni 
forniti di un'opzione put ($ 3). Questo schema di analisi viene 
utilizzato per derivare alcune restrizioni di arbitraggio sul 
valore dei CTO e per individuare la strategia ottimale di 
esercizio della facoltà di rimborso anticipato (§ 4).

II § 5 fornisce quindi una breve descrizione del modello 
di Cox, Ingersoll e Ross (CIR), nella sua formulazione ad un 
fattore. Questo modello, sviluppato in un contesto di equilibrio 
generale, consente di valutare ogni attività finanziaria il cui 
prezzo dipenda esclusivamente dalla corrente struttura dei 
rendimenti per scadenza. Dopo aver ottenuto le stime di massima 
verosimiglianza dei parametri, il modello CIR è stato quindi 
utilizzato per determinare il valore dei CTO alla data di 
emissione (§ 6). Nel S 7 sono infine riportati i risultati di 
alcune simulazioni dirette ad analizzare gli effetti sul valore 
dei CTO di diverse specificazioni relative al prezzo di rimborso 
anticipato, alla data di esercizio della facoltà di rimborso 
anticipato, alla scadenza e al tasso nominale dei titoli.

2. - Le caratteristiche dei CTO

L'emissione dei primi Certificati del Tesoro con opzione 
di rimborso anticipato è stata annunciata dal Ministro del Tesoro 
con decreto del 22 novembre 1988. Questi titoli hanno tasso 
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cedolare pari al 10,25 per cento, pagabile il 1° giugno e il 1° 
dicembre di ogni anno in due rate semestrali posticipate di 5,125 
(4,4845 al netto della ritenuta fiscale del 12,5 per cento), 
godimento 1° dicembre 1988 e rimborso in unica soluzione alla 
pari (99,375 per cento al netto della ritenuta fiscale sul premio 
di rimborso) dopo 8 anni (1° dicembre 1996). I portatori dei 
certificati hanno la facoltà di ottenerne il rimborso anticipato 
dopo 4 anni, nel periodo dal 1° al 10 dicembre 1992, facendo 
pervenire l'apposita domanda alle filiali della Banca d’Italia 
nel periodo dal 1° al 10 novembre del 1992.

I CTO sono stati collocati con il sistema dell'asta 
marginale (o a prezzo uniforme), che prevede l'assegnazione dei 
certificati al prezzo meno elevato tra quelli offerti dai 
concorrenti rimasti aggiudicatari; il prezzo base di collocamento 
(ossia il prezzo minimo fissato dal Tesoro per l'accoglimento 
delle richieste) è stato di 95 lire per ogni 100 di capitale 
nominale. Le offerte degli operatori ammessi a partecipare 
all'asta (Banca d'Italia, aziende di credito e loro istituti 
centrali di categoria, società finanziarie iscritte all'albo) 
dovevano pervenire alla Banca d'Italia entro le ore 12,30 del 29 
novembre 1988.

II prezzo di aggiudicazione dei certificati è stato pari 
al prezzo base (95). L'importo emesso (1.500 miliardi) è 
risultato solo parzialmente sottoscritto (444 miliardi dagli 
operatori e 150 dalla Banca d'Italia). Il regolamento delle 
sottoscrizioni è stato effettuato il 1° dicembre 1988 al prezzo 
di aggiudicazione (senza versamento di dietimi).

1. La preventiva comunicazione della richiesta di rimborso nel 
periodo dal 1° al 10 novembre è necessaria per ottenere il rim­
borso anticipato, pur senza risultare vincolante per il richie­
dente .
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3. - I CTO come Extendible/Retractable Bonds

I CTO consentono al sottoscrittore di trarre profitto da 
un ribasso dei tassi d'interesse (essendo titoli a tasso nominale 
fisso) e lo proteggono nello stesso tempo dalle perdite in conto 
capitale associate ad un eventuale rialzo dei tassi (tramite la 
facoltà di rimborso anticipato). Essi costituiscono il primo 
esempio in Italia di titoli riscattabili/estensibili (retracta- 
ble/extendible bonds), da tempo noti sul mercato canadese e di 
recente diffusione anche sull'euromereato: i CTO possono, 
infatti, essere visti indifferentemente come titoli a 8 anni, 
provvisti di un'opzione put che consente di vendere il titolo 

2 alla fine del quarto anno , ad un prezzo di esercizio pari al 
valore nominale (retractable bonds), o come titoli a 4 anni, 
provvisti di un'opzione cali che consente di acquistare alla pari 
un ulteriore titolo a quattro anni (extendible bonds).

Più in generale, per un retractable/extendible bond la 
cui opzione abbia prezzo di esercizio K, scadenza T e si 
riferisca ad un'obbligazione rimborsabile al tempo s, risulta:

[1] W(t,K,T,s,Tn) = B(t,s,Tn) + p(t,K,T,s,Tn) -
- B(t,T,Tn) + (K—1)B(t,T,0) + c(t,K,T,S,Tn) 

dove

W(t,K,T,s,Tn): è il valore al tempo t di un retractable/extendi­
ble con tasso nominale Tn, la cui opzione abbia 
prezzo di esercizio K, scadenza T e si riferisca 
ad un'obbligazione rimborsabile al tempo s 
(s>T>t);

B(t,s,Tn) : è il valore al tempo t di un'obbligazione con

2. Data la brevità del periodo di esercizio, si può assumere a 
fini espositivi che l'opzione di rimborso anticipato sia 
esercìtabile ad un'unica data (opzione europea) piuttosto che in 
un intervallo di tempo (opzione americana).
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tasso nominale Tn, scadenza al tempo s e valore 
nominale unitario;

c(t,K,T,s,Tn): è il valore al tempo t di una call option, con 
prezzo di esercizio K e scadenza T, avente per 
oggetto una obbligazione con tasso nominale Tn e 
scadenza s;

•p(t,K,T,s,Tn): è il valore al tempo t di una put option, con 
prezzo di esercizio K e scadenza T, avente per 
oggetto una obbligazione con tasso nominale Tn e 
scadenza s.

L'uguaglianza tra gli ultimi due membri della [1] deriva 
dalla put-call parity per bond options europee (cioè esercitabili 
solo alla scadenza):

[2] c(t,K,T,s,Tn) - p(t,K,T,s,Tn) + B(t,s,Tn) - B(t,T,Tn) +
- ( K— 1 ) B ( t, T, 0 ) 3 .

Per dimostrare la relazione [2], si consideri il 
portafoglio formato: (1) acquistando una cali e vendendo una put 
(entrambe con prezzo di esercizio K e scadenza T) aventi per 
oggetto un'obbligazione con tasso nominale Tn e scadenza s, (2) 
vendendo un'obbligazione con scadenza s e acquistando 
un'obbligazione con scadenza T (entrambre con tasso nominale Tn), 
e (3) acquistando K-l pure discount bonds con scadenza T. Questo 
portafoglio determina un flusso di cassa nullo da t a T (gli 
interessi percepiti sull'obbligazione acquistata sono esattamente 
sufficienti a coprire gli interessi da corrispondere 
sull'obbligazione venduta) ed ha un valore finale nullo al tempo 
T (tav. 1). Pertanto, anche il suo valore corrente deve essere 
nullo:

3. Nel caso particolare di opzioni su pure discount bonds, la 
put-call parity si riduce alla seguente espressione:

c(t,K,T,s,0) = p(t,K,T,s,0) + B(t,S,0) - KB(t,T,0).
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c(t,K,T,s,Tn)-p(t,K,T,s,Tn)-B(t,s,Tn)+B(t,T,Tn)+(K-l)B(t,T,0)=0
(C.V.D.).

Tav. 1
Dimostrazione della relazione di arbitraggio

c(t,K,T,S,Tn)=p(t,K,T,S,Tn)+B(t,s,Tn)-B(t,T,Tn)-(K-l)B(t,S,0)

Valore 
corrente 

del 
portafoglio

Valore finale del portafoglio alla 
data di scadenza delle opzioni (T)
B(T,s,Tn)_<K B(T,S,Tn)>K

c(t,K,T,s,Tn) 0 B(T,s,Tn)-K
- p(t,K,T,s,Tn) B(T,S,Tn)-K 0
- B(t,s,Tn) -B(T,s,Tn)-Tn -B(T,s,Tn)-Tn
+ B(t,T,Tn) 1+Tn 1+Tn
+ ( K—1 ) B ( t, T, 0 ) K-l K-l

0 0

In base alla [2], si può notare che quanto più B(t,s,Tn) 
risulta minore di B( t,T,Tn) + (K-l)B( t ,T,0), tanto meno vale 
l'opzione cali rispetto alla put; in particolare, quanto più la 
curva dei rendimenti risulta crescente in funzione della scadenza 
tanto minore è il valore dell'opzione cali.

Inoltre, poiché il valore di una opzione call o put è 
comunque non negativo, si ha dalla [1]:

W(t,K,T,S,Tn) > B(t,T,Tn)+(K-l)B(t,T,0) 
e

W(t,K,T,S,Tn) > B(t,s)

da cui

[3] W(t,K,T,s,Tn) >. max[ B( t ,T,Tn )+ ( K-l.)B( t,T, 0 ),B(t,s)1.

La precedente relazione implica, in particolare, che in 
assenza di opportunità di arbitraggio, i CTO, equivalenti ad un
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retractable/extendible con prezzo di esercizio alla pari (K=l) 
devono avere un prezzo non inferiore al maggiore tra il prezzo di 
un titolo a quattro anni e quello di un titolo ad otto anni.

L'opzione accordata al sottoscrittore consente pertanto 
all'emittente di collocare i titoli ad un prezzo più elevato (o 
ad un tasso nominale inferiore) di quello che sarebbe richiesto 
per un ordinario titolo a reddito fisso di pari scadenza.

4. - Strategia ottimale per l'esercizio dell'opzione

La relazione [1] consente di definire immediatamente la 
strategia, ottimale di esercizio di un retractable/extendible ed 
il valore del titolo alla data T di esercizio dell'opzione. Si ha 
infatti :

[4] W( T, K, T, s, Tn ) = 1 + (K-l) + max[B(T,s,Tn)-K,0] =
= B(T,s,Tn) + max[K-B(T,s,Tn),0] = 
« max(B(T,s,Tn), K].

La [4] implica che, alla fine del quarto anno, il 
sottoscrittore dei CTO opterà per il rimborso anticipato se il 
prezzo corrente di un titolo a 4 anni con tasso cedolare del 
5,125 per cento semestrale è inferiore alla pari (ossia se il 
tasso di mercato per la scadenza quadriennale risulta superiore 
al 10,51 per cento). A quella data, se non rimborsati, i CTO 
avranno un prezzo superiore alla pari.

5. - il modello di Cox, Ingersoll e Ross

5.1. - Un modello di equilibrio

La valutazione di un retractable/extendible bond richiede 
la specificazione di un modello di equilibrio del mercato 
obbligazionario.
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Il modello di Cox, Ingersoll e Ross (CIR), che fornisce, 
in un contesto di equilibrio generale, la struttura dei 
rendimenti per scadenza, rappresenta un importante punto di 4 riferimento per la moderna teoria finanziaria. Nella sua 
formulazione ad un solo fattore, questo modello assume che:

1) il tasso d'interesse istantaneo (r) segua un processo 
mean-reverting descritto dall'equazione differenziale 
stocastica

[5] dr « K(p-r)dt + c/rdz

dove K è la velocità di aggiustamento del tasso d'inte- 
2 resse r verso la sua media di lungo periodo p, a r e la 

varianza istantanea di dr e dz è un processo di Wiener 
standardizzato;

2) il rendimento istantaneo atteso di obbligazioni di 
qualsiasi scadenza sia pari al tasso d'interesse r 
maggiorato di un premio al rischio (Local Expectations 
Hypothesis)

[6] E[dB/B] = r + XrBr/B

dove -X è il prezzo di mercato del rischio e rB^/B 
rappresenta l'elasticità del prezzo (B) dell'obbligazione 
rispetto ad r;

3) valgano le consuete ipotesi di mercati perfetti.

Date queste assunzioni, si può dimostrare che il valore 
H=H(r,t,T) di una qualsiasi attività finanziaria che dipenda 
esclusivamente dalla corrente struttura dei rendimenti segue 
(nell'intervallo tra lo stacco di due cedole successive)

4. Cfr. J. Cox, J. Ingersoll e S. Ross (1985).
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l'equazione differenziale stocastica

?[7] Jjcr rHrr + [ K(//-r )-Xr]Hr + Ht - rH - 0.

Questa equazione può essere risolta una volta imposta 
l'appropriata boundary condition per H(r,T,T), determinata dalle 
caratteristiche proprie di ogni singola attività finanziaria.

5.2. - La valutazione dei titoli obbligazionari

Per il prezzo P(t,T)=B(t,T,0) di un pure discount bond 
con vita residua T-T-t, la soluzione dell'equazione [7], soggetta 
alla boundary condition

[8] P(T,T) - 1

è

[9] P(t,T) - F(t,T)e”G(t'T)r

dove

♦le[10] F(t,T) - --------- ----------

-1) + $i

♦ iT(e x -1)
[11] G(t,T) - -------------------

♦1T
^2 e + ^1

La [9] esprime il valore di un pure discount bond di 
durata t in funzione della variabile di stato r e dei tre 
parametri <|>2 e *3, dove:
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[12] ^ - /[(K+X)2+2ff2]

[13] *2 - ( K+X+4»! )/2

[14] *3 » 2*n/<j2.

Dalla [9] è possibile derivare l'intera struttura dei 
rendimenti, dato che il tasso d'interesse al tempo t per la 
scadenza T, R(t,T), è pari a:

R(t,T) » - ln[P(t,T)]/t.

Quando T-»0 si ha R(t,0)-»r, mentre per T-><» si ha:

[15]' R(t,®) ->

Noti i fattori di sconto P(t,T), il valore corrente di un 
qualsiasi coupon bond con rimborso in unica soluzione al tempo T 
è espresso da:

n
[16] B(t,T,Tn) - Z C<P(t,t.) + P(t>T)

i-1 1 1

dove Cj^-Cj^tTn) è la cedola corrisposta al tempo t^ (t<t^<tn-T).

5.3. - La valutazione dei titoli derivati

Per una opzione cali su un coupon bond, l'equazione 
differenziale [7] deve essere risolta imponendo la boundary 
condition

[17] c(T,K,T,s,Tn) - max[B(T,s,Tn)-K,O].

Per un'opzione put, la corrispondente boundary condition 
è espressa da:
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[18] p(T, K,T,s,Tn) = max[K-B(T,s,Tn),0].

Per un retractable/extendible si ha:

[19] W(T,K,T,s,Tn) = max [ B ( T, s, Tn ) , K ] .

In questi casi, non esistono tuttavia soluzioni in forma 
chiusa e la [7] deve essere risolta numericamente.

6. - La valutazione dei CTO

6.1. - Stima dei parametri del modello

La stima dei parametri del modello CIR può essere 
effettuata seguendo un duplice approccio. Nell'approccio a due 
stadi vengono stimati dapprima i parametri fi, /j e a del processo 
[5] seguito dal tasso d'interesse istantaneo, utilizzando la 
serie storica di un tasso a breve, e quindi X sulla base c dell'equazione [16]. Nell'approccio ad un solo stadio i
parametri del modello (e la variabile di stato r) sono invece 
determinati simultaneamente sulla base dell'equazione [16], 
utilizzando una procedura di regressione non lineare o il metodo 
generalizzato dei momenti.&

L'approccio ad un solo stadio mediante regressione non 
lineare consente di stimare i parametri $2 e $»3 definiti 
dalle relazioni [12], [13] e [14], ma non di ottenere stime

2 separate per fi, p e X. Peraltro, a può essere determinato 
attraverso la relazione:

5. Cfr. A. Ananthanarayanan e E. Schwartz (1980). Per una appli­
cazione al mercato italiano dell'approccio a due stadi cfr. 
E. Barone e R. Cesari (1986).
6. Per la stima mediante regressione non lineare cfr. S. Brown - 
P. Dybvig (1986) e R. Brown - S. Schaefer (1988). Per la stima 
con il metodo dei momenti cfr. M. Gibbons - K. Ramaswamy (1986).
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[20] a2 = 2(^^2-^22).

D'altra parte, il metodo dei momenti risulta di difficile 7 applicazione per il caso di titoli provvisti di cedole. 
Pertanto, nell'analisi successiva, i parametri del modello CIR 
sono stati ottenuti mediante regressione non lineare (metodo di 
Marquardt), minimizzando la somma dei quadrati degli scarti tra i 
prezzi dei BTP quotati sul mercato secondario e i prezzi teorici 
risultanti dall'equazione [16].

Si è a tal fine ipotizzato che gli scarti tra prezzi 
effettivi e prezzi teorici siano indipendenti tra loro e 
normalmente distribuiti, con media zero e varianza proporzionale 
alle derivate dei prezzi dei titoli rispetto ai rendimenti a 
scadenza (ossia ai prodotti tra le duration e i rispettivi corsi 
tei quel). Pertanto, le stime sono state effettuate con i minimi 
quadrati generalizzati, dividendo entrambi i membri della 
equazione [16] per la radice quadrata delle derivate.

6.2. - Il metodo delle differenze finite

L'equazione differenziale [7] può essere riscritta in 
funzione dei parametri $2 e oltre che della variabile di 
stato r, utilizzando le definizioni [12], [13] e [14]. Tenendo 
presente la [20], si ha:

[21] h* rHrr + [he *3-(2<|>2-<|>1)r]Hr + Hfc - rH = 0

La soluzione dell'equazione differenziale [21], soggetta 
alle appropriate boundary conditions, è stata approssimata uti- Q 
lizzando il metodo (esplicito) delle differenze finite. A tal

7. Si veda al riguardo Gibbons e Ramaswamy (1986)
8. Cfr. M. Brennan - E. Schwartz (1977, 1978) e R. Geske - K. 
Shastri (1985).
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fine, il campo di definizione della [21] nello spazio (r,t) è 
stato suddiviso in una griglia (n x m) caratterizzata da incre­
menti discreti di r pari a h e di t pari a k. I valori di H(r,t) 
sono stati approssimati da _.=H(ih,jk), con i=0,l,2,...,n e 
j=0,l,2,...,m, e le derivate parziali dalle seguenti differenze 
finite :

(22] Ht - <Bi+1/j+1-H1_1.)+1)/(2h>

2[23] H = (H. . 4.i-2H. . .+1)/hz
LA ATA | J TA X f J TI / J TX

1241 Ht -

Sostituendo le equazioni [22], [23] e.[24] nella [21] si 
ottiene la seguente approssimazione alle differenze finite

[25] Hi j j+1+bHi, j+1+cHi+1,..+1)/(l+rk) i=l,...,n-l
j=0,...,m-l

dove: a - {Jsa2r/h2 - [»jc24>,-( 2|,-f ') r ]/( 2h) }k
2 2 J z xb - 1-a rk/hz

c - (Jiff2r/h2 + [ha24>3-(24»2-4»1 )r ]/(2h) }k.

L'equazione [25] può essere risolta iterativamente 
iniziando da H(r,T)=H. .i f ni

6.3. - Risultati

I parametri del modello di Cox, Ingersoll e Ross sono 
stati stimati sulla base dei prezzi (tei quel) dei BTP negoziati 
sul mercato secondario (Borsa Valori di Milano e circuito 
telematico) il 28 novembre 1988, con valuta 1 dicembre.

Le stime ottenute erano pari a 0,09634 per il tasso 
d'interesse istantaneo rea 0,25881, 0,25124 e 15,511 per i 
parametri 4>^, $2 e 4>3, rispettivamente. Il valore di a, ottenuto
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in base alla [20], risultava pari a 0,0617, implicando una 
deviazione standard del tasso istantaneo (<r/r) pari a 0,01914.

Come già accennato, i parametri originari del modello fi, 
fj e X non possono essere determinati separatamente sulla base di 
♦j, 4*2 e 4>j. Tuttavia, per ogni possibile valore di uno dei tre 
parametri si può ottenere il valore degli altri due. In 
particolare, per un valore di X uguale a zero (che implica un 
premio al rischio nullo) la velocità di aggiustamento p e il 
valore atteso di lungo periodo p del tasso istantaneo r risultano 
pari, rispettivamente, a 0,24367 e 0,12107; per valori di X 
negativi (ossia per premi al rischio positivi), 0 aumenta mentre 
jtz diminuisce (figg. 1-3).

Fig. 1

PARAMETRI DEL MODELLO DICOX, INGERSOLL E ROSS

prezzo del rischio (“lambda)
Nota: le curve sono state ottenute sulla base dei valori di fi. f2 e f3 stimati CB,2568L 

0,25124, 15.511).

^velocita* 
di 

aggiustamento 
(beta)

valore atteso 
di lungo periodo 

del tasso istantaneo 
(mi)
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Fig. 2
PARAMETRI DEL MODELLO DI COX. INGERSOLL E ROSS

velocita* 
di 

aggiustamento 
< (beta)

media di lungo periodo del tasso istantaneo (mi) 
Nota: le curve sano state ottenute sulla base dei valori di fL f2 e f3 stimati CO, 25B 81, 

8, 25124, 15,511).

Fig. 3

PARAMETRI DEL MODELLO DI COX. INGERSOLL E ROSS

prezzo 
del 

rischio 
(-lambda)

velocita di aggiustamento (beta)
Nota: le curve sono state ottenute sulla base dei valori di fi, f2 e f3 stimati (8, 25881, 

0,25124, 15,511).

prezzoK 
del \ 

ri schio 
(-lambda)

. valore atteso
L di lungo periodo 
\ del tasso istantaneo 
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La struttura dei rendimenti stimata in base a questi pa­
rametri appariva crescente in funzione della scadenza, risultando 
compresa tra il tasso istantaneo di 0,09634 e il tasso asintotico 
a lungo termine (dato dalla [15]) di 0,1174 (fig. 4 e tav. al).

Fig. 4

STRUTTURA BEI RENDIMENTI NETTI PER SCADENZA

Dati di base: BTP

scadenza (anni)
Nota: i parametri della curva sono stati ottenuti minimizzando la somma dei Quadrati degli 

scarti tra prezzi effettivi e prezzi risultanti dal modello di Cox, Ingersoll e Ross.

La varianza dei prezzi dei BTP è stata quasi interamente 2 spiegata dal modello (R =1): i differenziali tra prezzi effettivi 
e teorici risultavano inferiori, in valore assoluto, allo 0,1 per 
cento nel 45 per cento dei casi e allo 0,5 per cento nel 90 per 
cento dei casi (fig. 5 e tav. a2).

Dati i valori stimati dei parametri e della variabile di 
stato, l'equazione [25], soggetta alla boundary condition [19], è 
stata risolta per determinare il valore dei CTO all'emissione, 
che è risultato pari a 94,52, implicando un valore di 0,07 per 
l'opzione cali e 5,53 per l'opzione put (tav. 2).
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Fig. 5

DIFFERENZIALI TRA PREZZI EFFETTIVI E TEORICI

Dati di base; BTP 
Quotazioni di Borsa e del Mercato Telematico 

(Lunedi 2B Novembre 1988) 
ITP «senti
ITP b,2SX
ITP 12.5tt

di
ffe

re
nz

ia
li X

scadenza (anni)
Nota: i prezzi teorici dei titoli sono stati calcolati sulla base della curva dei rendimenti 

netti» ottenuta stimando il modello Cox. Ingersoll é Ross.

Tàv< 2
Scomposizione del prezzo dei CTO

Obbligazione a 4 anni 94,45
Opzione cali 0,07
Totale 94,52

Obbligazione a 8 anni 88,99
Opzione put 5,53
Totale 94,52
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I valori ottenuti riflettono la configurazione della 
curva dei rendimenti: una curva crescente implica aspettative di 
rialzo dei tassi e quindi di caduta dei prezzi di mercato dei 
titoli a tasso fisso, determinando un basso valore dell'opzione 
di estensione (cali) ed un valore relativamente elevato 
dell'opzione di rimborso anticipato (put).

Sulla base del modello risulta anche possibile ottenere 
l'evoluzione attesa del prezzo dei CTO. La configurazione 
crescente della curva dei rendimenti è coerente con aspettative 
di rimborso anticipato alla fine del quarto anno: l'andamento 
atteso del prezzo dei CTO risulta pertanto sostanzialmente 
coincidente con quello di un titolo ordinario a 4 anni e 
notevolmente più elevato rispetto a quello di un titolo ordinario 
a 8 anni con pari tasso cedolare (fig. 6).

Fig. 6

CTO 1.12.96 IB.25X; EVOLUZIONE ATTESA DEL PREZZO 
(28 Novembre 1988)

scadenza (anni)
Nota: la curva e stata ottenuta risolvendo l'equazione differenziale stocastica del 

nodello di Cox, Ingersoll e Ross.
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7. - L'effetto delle caratteristiche contrattuali 
sul valore dei CTO

Il modello di valutazione è stato anche utilizzato per 
simulare l'effetto di modifiche delle caratteristiche 
contrattuali dei CTO sul loro valore all'emissione e sulla 
probabilità che i titoli siano detenuti fino a scadenza. Tali 
simulazioni sono state effettuate sulla base di tre diverse 
configurazioni della struttura dei rendimenti per scadenza: la 
prima crescente (curva A), la seconda "piatta" (curva B) e la 
terza decrescente (curva C). La curva A corrisponde alla curva 
utilizzata per l'analisi precedente. I parametri delle curve B e 
C sono stati determinati in modo da fornire un valore di a pari a 
quello stimato (0,0617) ed un tasso asintotico a lungo termine, 
pari, rispettivamente, a 0,09634 (valore stimato del tasso 
istantaneo) ed a 0,075262 (per simmetria con la curva A).

7.1. - Prezzo di esercizio dell'opzione

I CTO emessi a dicembre sono rimborsabili alla pari alla 
fine del quarto anno. Nella tavola 3 si è esaminato l'effetto di 
un prezzo di rimborso anticipato variabile tra 97 e 103: questo 
equivale ad ipotizzare un diverso prezzo di esercizio K per le 
opzioni call e put.

Ad un maggior prezzo di rimborso anticipato corrisponde 
una minore probabilità che il titolo venga detenuto fino alla 
scadenza più lunga, e quindi un più elevato valore dell'opzione 
di rimborso anticipato (put) e un più contenuto valore 
dell'opzione di estensione (cali). Inoltre, poiché un CTO con 
prezzo di rimborso anticipato più alto offre un evidente 
vantaggio rispetto ad un titolo altrimenti uguale, il suo valore 
deve essere funzione crescente del prezzo di rimborso anticipato.
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Tav. 3
Prezzi teorici dei CTO in funzione del prezzo di esercizio

K 97 98 99 100 101 102 103
A 0,26 0,17 0,10 0,06 0,03 0,02 0,01

CALL B 1,44 1,12 0,84 0,62 0,44 0,30 0,19
C 4,20 3,62 3,08 2,58 2,12 1,71 1,34
A 3,75 4,32 4,91 5,53 6,16 6,80 7,45

PUT B 1,50 1,86 2,26 2,71 3,21 3,75 4,33
C 0,37 0,50 0,66 0,85 1,09 1,38 1,71
A 92,74 93,31 93,90 94,51 95,14 95,79 96,43

CTO B 96,30 96,65 97,06 97,51 98,01 98,55 99,12
C 101,50 101,63 101,79 101,98 102,23 102,51 102,85

Nota: i valori delle opzioni e dei CTO sono stati ottenuti 
nelle ipotesi di curva dei rendimenti crescente (A), 
costante (B) e decrescente (C), per T-4, s-8, Tn-10,25.

7.2. - Data di esercizio dell'opzione

Una più lontana data di esercizio dell'opzione ha un 
duplice effetto: da un lato riduce il valore attuale del guadagno 
atteso, dall'altro incide sulla probabilità che si determinino 
oscillazioni significative del prezzo del titolo opzionabile. 
Quest'ultimo effetto dipende dalla relazione esistente tra la 
data di esercizio dell'opzione (T) e la scadenza del titolo (s). 
Quando s è molto elevato rispetto a T, un aumento di T accresce 
la dispersione dei possibili prezzi del titolo alla data di 
esercizio; viceversa, quando s è prossimo a T, un aumento di T g riduce la dispersione dei prezzi alla data di esercizio. 
Pertanto, poiché il valore di un'opzione aumenta al crescere 
della variabilità dei prezzi del titolo sottostante, il 
differimento della data di esercizio ha un'effetto sul valore 
dell'opzione che risulta dapprima positivo e poi negativo.

9. Nel caso limite di T-s il prezzo del titolo opzionabile alla 
data di esercizio dell'opzione è certo: B(T,T,Tn)«1.
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Come conseguenza dèi due effetti sopra ricordati, il 
primo costantemente negativo e il secondo non sempre positivo, il 
prezzo delle opzioni tende ad essere una funzione decrescente di 
T. Pertanto, il valore corrente dei CTO risulta in genere tanto 
minore quanto più lontana nel tempo è la data di rimborso 
anticipato (tav. 4).

Tav. 4
Prezzi teòrici dei CTO in funzione della data di esercizio

T 1 2 3 4 5 6 7
A 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,08 0,06

CALL B 0,26 0,50 0,60 0,62 0,56 0,44 0,26
C 2,74 3,06 2,94 2,58 2,07 1,46 0,76
A 9,92 8,54 7,05 5,53 4,05 2,63 1,28

PUT B 4,60 4,03 3,38 2,71 2,05 1,38 0,70
C 0,98 1,07 0,99 0,85 0,69 0,50 0,28
A 98,90 97,53 96,03 94,51 93,03 91,61 90,27

CTO B 99,39 98,82 98,17 97,51 96,8'4 96,18 95,50
C 102,11 102,20 102,12 101,98 101,82 101,64 101,41

Nota: i valori delle opzioni e dei CTO sono stati ottenuti 
nelle ipotesi di curva dei rendimenti crescente (A), 
costante (B) e decrescente (C), per K=»100, s=8, Tn=10,25.

7.3. - Scadenza del titolo

Anche l'allungamento della scadenza del CTO ha un effetto 
non univoco: da un lato fa aumentare il valore corrente delle 
opzioni, perché accresce la variabilità del prezzo del titolo ad 
esse sottostante, dall'altro incide sul loro valore atteso alla 
data di esercizio. Quest'ultimo effetto dipende dalla 
configurazione della curva dei rendimenti. Ad una curva crescente 
si associano prezzi attesi del titolo progressi- vamente 
decrescenti all'aumentare della scadenza (s): questo comporta la 
riduzione del valore dell'opzione cali e l'aumento del valore 
dell'opzione put. L'opposto si verifica nel caso di una curva dei



25 - 

rendimenti decrescente.

Come conseguenza dei due effetti sopra ricordati, il 
primo costantemente positivo e il secondo non sempre negativo, il 
valore delle opzioni tende ad essere una funzione crescente di s. 
Pertanto, il valore corrente dei CTO risulta in genere tanto 
maggiore quanto maggiore è la loro scadenza (tav. 5).

Tav. 5

Prezzi teorici dei CTO in funzione della scadenza

s 5 6 7 8 9 10 11
A 0,09 0,11 0,09 0,06 0,04 0,02 0,01

CALL B 0,31 0,49 0,58 0,62 0,62 0,59 0,56
C 0,78 1,46 2,05 2,58 3,07 3,52 3,93
A 1,59 3,03 4,34 5,53 6,62 7,61 8,51

PUT B 0,92 1,65 2,24 2,71 3,11 3,45 3,74
C 0,43 0,68 0,81 0,85 0,85 0,83 0,77
A 94,55 94,56 94,54 94,51 94,49 94,47 94,46

CTO B 97,21 97,38 97,48 97,51 97,51 97,49 97,45
C 100,19 100,86 101,45 101,98 102,47 102,93 103,34

Nota: i valori delle opzioni e dei CTO sono stati ottenuti 
nelle ipotesi di curva dei rendimenti crescente (A), 
costante (B) e decrescente (C), per K-100, T=4, Tn-10,25.

7.4. - Tasso nominale

Ad un più elevato tasso nominale corrisponde una maggiore 
probabilità che i CTO vengano detenuti fino alla scadenza più 
lunga, e quindi un più elevato valore dell'opzione di estensione 
(cali) e un più contenuto valore dell'opzione di rimborso 
anticipato (put), inoltre, poiché un CTO con un più elevato tasso 
nominale offre un evidente vantaggio rispetto ad un titolo 
altrimenti uguale, il valore dei CTO deve essere funzione 
crescente del loro tasso nominale (tav. 6).
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Tav. 6
Prezzi teorici dei CTO in funzione del tasso nominale

Tn 8,00 8,75 9,50 10,25 11,00 11,75 12,50
A 0,00 0,00 0,01 0,06 0,18 0,43 0,85

CALL B 0,02 0,09 0,27 0,62 1,18 1,96 2,94
C 0,40 0,88 1,61 2,58 3,75 5,06 6,47
A 9,52 8,17 6,83 5,53 4,30 3,20 2,26

PUT B 6,44 5,07 3,81 2,71 1,83 1,17 0,71
C 3,28 2,22 1,42 0,85 0,49 0,26 0,13
A 88,16 90,26 92,37 94,51 96,73 99,08 101,60

CTO B 90,54 92,74 95,04 97,51 100,19 103,10 106,20
C 93,35 95,98 98,86 101,98 105,31 108,77 112,33

Nota: i valori delle opzioni e dei CTO sono stati ottenuti 
nelle ipotesi di curva dei rendimenti crescente (A), 
costante (B) e decrescente (C), per K=100, T=4, s=8.

7.5. - Conclusioni

Assumendo che i CTO vengano emessi con l'obiettivo di 
allungare la vita media del debito pubblico, il Tesoro dovrebbe 
massimizzare il valore dell'opzione, di estensione, al fine di 
rendere maggiormente probabile la detenzione del titolo fino alla 
scadenza.

Dall'analisi precedente risulta che quest'obiettivo può 
essere raggiunto riducendo il prezzo di rimborso anticipato (K) e 
aumentando il tasso nominale (Tn) del titolo. La scelta della 
scadenza e della data di rimborso anticipato dipende invece dalla 
configurazione corrente della curva dei rendimenti. In presenza 
di una curva crescente, queste caratteristiche sono relativamente 
poco importanti. In presenza di una curva decrescente, invece, il 
Tesoro avrebbe interesse ad anticipare, entro un certo limite, la 
data di rimborso anticipato (T) e ad allungare la scadenza (s) 
del titolo.
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APPENDICE

Tav. al
PREZZI E RENDIMENTI NETTI TEORICI

Dati di base: BTP 
Quotazioni di Borsa e del Mercato Telematico 

(Lunedì 28 novembre 1988)
Prezzi Rendimenti Rendimenti a termine

Scadenze teorici a 
pronti 3 mesi 6 mesi 12 mesi

3 mesi 97,64 10,19 10,34 10,42 10,55
6 mesi 95,16 10,27 10,49 10,56 10,68
1 anno 90,57 10,41 10,75 10,81 10,91
2 anni 81,66 10,66 11,16 11,20 11,28
3 anni 73,38 10,87 11,47 11,50 —

Nota: i prezzi teorici sono stati calcolati sulla base della 
curva dei rendimenti netti per scadenza, ottenuta con il 
modello di Cox, Ingersoll e Ross.

Tav. a2
DIFFERENZIALI TRA PREZZI EFFETTIVI E PREZZI TEORICI

Dati di base: BTP 
Quotazioni di Borsa e del Mercato Telematico 

(Lunedì 28 novembre 1988)

(continua)

Codice
A.B.I.

Titolo Aliquota 
fiscale

Prezzo 
eff.

Prezzo 
teor.

Diff.

12491 BTP 1.1.89 12,50% — 100,10 100,11 -0,01
12494 BTP 1.2.89 12,50% — 100,60 100,32 0,28
12496 BTP 1.3.89 12,50% — 100,65 100,58 0,07
12499 BTP 1.4.89 12,00% — 100,60 100,55 0,05
12601 BTP 1.5.89 10,50% — 100,30 100,16 0,14
12492 BTP 1.1.90 12,50% — 102,30 102,23 0,07
12610 BTP 1.1.90 9,25% 6,25 98,56 98,34 0,21
12495 BTP 1.2.90 12,50% — 102,40 102,38 0,02
12612 BTP 1.2.90 9,25% 6,25 98,15 98,22 -0,07
12497 BTP 1.3.90 12,50% — 102,75 102,58 0,17
12614 BTP 1.3.90 9,15% 6,25 97,95 98,04 -0,09
12628 BTP 1.3.90 10,50% 12,50 98,64 98,67 -0,03
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(segue) Tav. a2
DIFFERENZIALI TRA PREZZI EFFETTIVI E PREZZI TEORICI

Dati di base: BTP 
Quotazioni di Borsa e del Mercato Telematico 

(Lunedì 28 novembre 1988)
Codice
A.B.I.

Titolo Aliquota 
fiscale

Prezzo 
eff.

Prezzo 
teor.

Dif f.

12629 BTP 15.3.90 10,50% 12,50 98,45 98,64 -0,19
12600 BTP 1.4.90 12,00% — 102,10 102,08 0,02
12616 BTP 1.4.90 9,15% 6,25 97,65 97,86 -0,21
12630 BTP 1.4.90 10,50% 12,50 98,45 98,58 -0,13
12632 BTP 15.4.90 10,50% 12,50 98,50 98,48 0,02
12602 BTP 1.5.90 10,50% I 100,20 100,27 -0,07
12618 BTP 1.5.90 9,15% 6,25 97,80 97,74 0,06
12633 BTP 1.5.90 10,50% II 12,50 98,55 98,48 0,07
12635 BTP 18.5.90 10,50% 12,50 98,50 98,46 0,04
12603 BTP 1.6.90 10,00% — 99,65 99,62 0,03
12620 BTP 1.6.90 9,15% 6,25 97,60 97,62 -0,02
12604 BTP 1.7.90 9,50% — 98,60 98,82 -0,22
12622 BTP 1.7.90 10,50% 6,25 99,40 99,30 0,10
12605 BTP 1.8.90 9,50% — 98,80 98,74 0,06
12624 BTP 1.8.90 10,50% 6,25 99,15 99,20 -0,05
12606 BTP 1.9.90 9,25% — 98,15 98,21 -0,06
12625 BTP 1.9.90 11,25% 12,50 99,10 99,03 0,07
12641 BTP 1.9.90 11,50% 12,50 99,20 99,38 -0,18
12607 BTP 1.10.90 9,25% 6,25 96,80 97,15 -0,35
12626 BTP 1.10.90 11,50% 12,50 99,40 99,44 -0,04
12608 BTP 1.11.90 9,25% 6,25 96,56 96,99 -0,43
12609 BTP 1.12.90 9,25% 6,25 97,00 96,85 0,15
12498 BTP 1.3.91 12,50% 103,85 104,03 -0,18
12611 BTP 1.1.92 9,25% 6,25 94,59 94,96 -0,38
12613 BTP 1.2.92 9,25% 6,25 94,65 94,78 -0,13
12627 BTP 1.2.92 11,00% 12,50 96,95 97,25 -0,30
12615 BTP 1.3.92 9,15% 6,25 93,75 94,43 -0,68
12617 BTP 1.4.92 9,15% 6,25 94,55 94,29 0,26
12631 BTP 1.4.92 11,00% 12,50 96,85 97,05 -0,20
12619 BTP 1.5.92 9,15% 6,25 94,40 94,09 0,31
12634 BTP 1.5.92 11,00% 12,50 97,00 96,87 0,13
12621 BTP 1.6.92 9,15% 6,25 96,75 94,01 2,74
12623 BTP 1.7.92 10,50% 6,25 98,95 97,59 1,36
12642 BTP 1.9.92 12,50% 12,50 99,50 100,62 -1,12
12644 BTP 1.10.92 12,50% 12,50 99,52 100,61 -1,09
Nota: i prezzi teorici sono stati calcolati sulla base della 

curva dei rendimenti netti per scadenza, ottenuta con il 
modello di Cox, Ingersoll e Ross.
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