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I RENDIMENTI ATTESI DEI TITOLI OBBLIGAZIONARI;.
INDICIZZAZIONE, CONVERTIBILITÀ’, CLAUSOLE
A FAVORE DELL’EMITTENTE E DEL PORTATORE (*)

Premessa ì

Per valutare l’opportunità di un investimento in 
titoli obbligazionari si fa generalmente uso di una trasfor 
mazione temporale dei proventi attesi nota come rendimento 
effettivo ex ante. La determinazione di questo indicatore 
risulta piuttosto complessa quando i pagamenti previsti dal 
regolamento del prestito siano, per vari motivi, incerti (^). 

In questi casi è necessario adottare uno schema probabilisti^ 
co entro il quale risolvere i singoli problemi che si propon 
gono.

Nella prima parte di questo studio viene esposto 
l’approccio teorico al calcolo dei rendimenti effettivi. Al_ 
1’illustrazione dello schema probabilistico adottato, noto 
come moto geometrico browniano (§1), segue il trattamento 
del rendimento effettivo per periodi inferiori alla vita re 
sidua del titolo (§2) per poi passare ad esaminare i titoli 

(*)I1 lavoro si avvale di numerosi suggerimenti del dr. G. 
Cristini con il quale ho avuto l’opportunità di poter discu 
tere l’argomento in modo pressoché continuativo. Ringrazio 
inoltre i dottori F. Cotula e F. Cesarano per le loro utili 
osservazioni critiche.
. 1 x
( ) Si consideri ad esempio 1’alcatorietà dovuta all’indiciz
zazione delle cedole e/o del capitale, alla convertibilità 
in azioni (o altri titoli), alle clausole a favore dell’emijt 
tente o del portatore. Nel calcolo del rendimento effettivo 
viene, peraltro, trascurato il rischio di insolvenza. 
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indicizzati (§3) e quelli convertibili in azioni (§4). Infine si e- 
spone come vanno valutate le clausole a favore dell’emittente o del 
portatore: le cedole minime o massime (§5), la facoltà di rimborso 
anticipato (§6) e quella di acquisto sul mercato (§7).

La metodologia proposta per calcolare i rendimenti effejt 
tivi dei titoli indicizzati viene applicata, nella seconda parte, 
ai Certificati di credito del Tesoro a tasso variabile (CCT). Dap­
prima viene esposto come si determinino i proventi attesi (§1),quindi 
come si debbano calcolare i rendimenti effettivi (§2) e come essi 
vadano correttamente scomposti (§3). Quindi dopo aver esposto come 
ottenere il rendimento effettivo (e la sua scomposizione) per un da 
to insieme di titoli (§4) si descrive come siano stati ricavati, per 
un CCT di recente emissione, gli intervalli di confidenza dei rendi­
menti attesi nell’ipotesi di diversi orizzonti temporali (§5). Inf£ 
ne vengono riportati i risultati delle elaborazioni effettuate pres 
so la Banca d’Italia per il calcolo giornaliero dei rendimenti dei 
CCT (§6) .
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PARTE I

1 - L’ipotesi di moto geometrico browniano

L’incertezza che circonda talvolta i pagamenti previsti 
dai regolamenti dei prestiti obbligazionari deve essere necessaria 
mente formalizzata di modo che, racchiusa in un qualche schema pro­
babilistico, non sia di ostacolo ad una corretta determinazione dei 
rendimenti delle obbligazioni. Mentre talvolta è assai facile rico­
noscere la legge che governa taluni eventi aleatori, si pensi ad e- 
sempio ai rimborsi per estrazione, in altre occasioni l’identifica­
zione risulta assai complessa; è il caso ad esempio dei titoli con­
vertibili per la cui valutazione occorre necessariamente fare delle 
congetture circa la probabilità di conseguire guadagni in conto ca­
pitale mediante la conversione in azioni. L’approccio seguito in 
questo studio è quello di assumere la validità di uno schema proba­
bilistico, noto come moto geometrico browniano, al fine di rappresen 
tare l’evoluzione nel tempo delle variabili che siano d’interesse 
ai fini valutativi.

Si dice che la variabile S segue un moto geometrico brow-
2 3niano ( ) se essa viene generata da un processo stocastico ( ) del

2 — —( ) La definizione è dovuta a Samuelson /36_/:”Se si usano i rappor
ti invece delle differenze algebriche, sono i logaritmi o le varia­
zioni percentuali ad essere soggetti a probabilità uniformi. Questo 
vuol dire che le differenze prime dei logaritmi dei prezzi sono di­
stribuite secondo il consueto moto assoluto browniano. Dal momento 
che la media aritmetica dei logaritmi è la media geometrica dei prez 
zi effettivi, questa random walk modificata può essere chiamata mo­
to geometrico browniano in contrasto al moto browniano assoluto o a- 
ritmetico". (v. Appendici A e B).
3

( ) Un processo stocastico è un insieme di variabili casuali X(t),
dove generalmente t è il parametro tempo. Ogni serie temporale può 
essere vista come se fosse stata generata da un certo processo sto 
castico che associa una variabile casuale ad ogni osservazione.
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4seguente tipo ( ):
dS—=j>dt+o;dZ

5 6 7dove J e sono costanti ( ) e Z segue un moto browniano assoluto ( ) ( ) .
Sulla base di tale ipotesi la variazione istantanea dS/S

z ianza 6^ : J> rappresenta
anticipata; se il

è distribuita normalmente con media J) e vari 
variazione anticipata e GJdZ quella non 
è nullo, cioè

quindi la 
drift (8)

sca di una
seJ)=O, la probabilità che S aumenti o diminuì^ 

certa percentuale è eguale, indipendentemente dal livello di S.

4 *( ) Il processo stocastico considerato è a parametro continuo, essen
do t definito in modo continuo. Si ipotizza quindi che la variabile 
base S sia teoricamente osservabile in ogni istante di tempo ma ven­
ga di fatto osservata solo ad intervalli discreti.
( ) Merton / 28_/ ha -adottato una formulazione piu generale-che .non
•prevede l’assunzione della costanzà di j> ; quest’ultimo può quindi^
essere una variabile casuale di qualsiasi tipo e dipendere, ad es., 
dal tempo o dal livello della variabile base S ( o; , invece, deve es 
sere non stocastica e, al massimo può essere funzione del tempo). 
Non essendo necessario assumere la costanza di J) , dS/S non è più un 
processo stazionario ad incrementi indipendenti (assunzione, critica 
ta da Cootner) ed S non . segue più un moto geometrico browniano bensì 
un cosiddetto processo di Ito.
( ) Il processo del moto browniano, detto anche processo di Wiener o
Gauss-Wiener o Wiener-Levy, venne discusso per la prima volta da Ba- 
chelier, noto anche per la sua Teoria della Speculazione, nella qua­
le per primo affronta il problema della valutazione delle opzioni, 
ma deriva il suo nome dal botanico inglese Brown che nel 1826 descris 
se accuratamente il moto delle particelle microscopiche sospese in 
un liquido. In base ad osservazioni al microscopio si sapeva che ta­
li particelle sono in uno stato di continuo movimento che risulta as 
sai irregolare. Gradualmente si scoprì che la causa di questo movi­
mento era il bombardamento delle particelle dà parte delle molecole 
del fluido, più piccole ed invisibili.
7( ) dZ viene anche chiamata Gaussian white noise. Lo spettro di ta­

le processo è piatto, grazie alla eguale partecipazione di tutte le 
frequenze alla spiegazione della sua varianza, così come in ottica 
ogni frequenza porta il medesimo contributo di intensità nello spei: 
tro della luce bianca. Da qui il nome analogo di ’’rumore bianco” da 
to a tale processo.Q
( ) Per drift si intende un movimento o una variazione che avviene
lentamente nel tempo.
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; -1 n(St /St ) : tasso dì 

variazione istantaneo 

della variabile base St

t

Fige 1a: Distribuzioni probabilistiche dei futuri valori di v;

Si può inoltre dimostrare (Appendice C) che il tasso di va 
riazione V^ = ln(S^/S^_ ) ( 9) è distribuito normalmente con media

e varianza (Ty (Fig. la)(^^). La cumulata dei tassi di variazione istan 

tanei si distribuisce normalmente con media = ( p - o^/2)T e , data 1’ a_s 
sunzione di indipendenza propria del moto browniano, con varianza oyT 
(Fig. lb). A sua volta, la variabile S* (11) si distribuisce in modo

12 P tlognormale ( ) con media pari a SeJ (Fig. le).

9 s( ) Detto Vi il tasso istantaneo di variazione, dalla relazione S^e*
si ricava V/==ln( S/S^) .
(10) -Le figure la, lb, le accolgono 1 ’ipotesi y =0.
11( ) La simbologia usata è riportata nell’appendice F.
12( ). La normalità, a differenza della logr.ormalità, non esclude la

possibilità di valori negativi della variabile base (questo fu l’er 
rore sostanziale commesso da Bachelier / 1_/) .
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\-ln(St/S^): tasso di 

variazione istantaneo 
della variabile base

t---------- *

Figw 1 b: Distribuzioni probabilistiche dei futuri valori cumulati di

S: variabile base

Fig. 1c: Distribuzioni probabilistiche condizionate dei futuri valori di S, data 

l’informazione fino al tempo n
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2 - Il rendimento effettivo per periodi inferiori alla vita residua
del titolo

Il rendimento atteso dell’investimento in un titolo obbli-
gazionario, effettuato per un periodo di tempo inferiore alla vita 
residua V del titolo stesso, dipende, oltre che dai proventi attesi 
nel periodo, anche dal prezzo C(i’,n+T) del titolo al tempo n+T in 
cui si attua il disinvestimento (0<T«V).

Per valutare entro che limiti possa oscillare C(i’,n+T),
dato un certo livello probabilistico (X, è necessario conoscere il 
processo stocastico seguito dai corsi obbligazionari o, più conve- 

che genera i rendimenti attesi del titolo nientemente, il processo
stesso.

Se si ipotizza 13( ) che il rendimento effettivo ex ante i’ 
di un1 obbligazione segua un moto.geometrico browniano senza drift

14 (j?=0), dI’=o;dZ, allora il valore atteso di I ’ per qualsiasi lead ( ) sa
rà pari ai’, n
plic ita nella

conformemente all’ipotesi di una yield curve piatta im 
definizione del rendimento effettivo (v. Fig. 2). Ino_l

Fig. 2: Rendimenti attesi e intervalli di confidenza

I: Rendimenti

\L 3 /— "7( ) L’ipotesi è eguale a quella adottata da Brennan e Schwartz / 9_/.
14( ) Per lead si intende il tèmpo esistente tra la data corrente e

quella futura cui si fa riferimento.



8

tre il processo definito è tale che la variabile I' rimane limitata
15a 0 verso il basso, mentre è illimitata verso l’alto ( ).

Per ottenere gli intervalli di confidènza (ad es. al 95
per cento) per qualsiasi lead T si procede nel modo seguente:

prob(I’>< i’ )=.025 prob(Ini’$ In i * ) = .025

prob(Z<lnÌ'-/~lnÌA) = .025
<r

lni'V-lniABÌ196

Ini ’ -y'-lniI!1=- 1.96 Ini 1 =lnitl)+j4- 1.96

i ’ =ij!jexp 96 )
2 _dove Z è la normale standardizzata, ja=-((?y/2)T e (y=O^/T ( )

Bisogna far bene attenzione ad interpretare correttamente
gli estremi degli intervalli di confidenza. Questi limiti sono tali 
che, data l’informazione disponibile all’origine n, c’è una probabjl 
litàa che l’effettivo valore di I’ sia compreso tra dicessi. La n+T
probabilità (X vale per singole previsioni e non congiuntamente per 
le previsioni con differenti leads. Per esempio è vero che, con il 
95 per cento di probabilità, gli estremi per un lead di 10 include­
ranno il valore ip+io quando questo si verificherà. Non è invece ve 
ro che ci si possa attendere che la serie rimanga entro tutti i limi, 
ti, simultaneamente, a questo livello di probabilità.

relativi
Una volta noti gli estremi degli intervalli di confidenza

17ai rendimenti attesi del titolo obbligazionario ( ) è imme

15( ) Si noti come la parte inferiore della curva raffigurante l’in­
tervallo di confidenza sia più schiacciata in quanto incontra una 
barriera verso il basso.
16( ) Il parametro <y si suppone eguale a quello del comparto cui il

titolo appartiene. P£r la_problematica relativa alla stima di (r si 
vedano / 16_/, / 30_/ e / 33_/.
17 ...( ) Si noti che i rendimenti attesi si riferiscono ad investimenti

iniziati al tempo T e chiusi al tempo V.



diato risalire da questi ai corsi corrispondenti; infine, conosciuti 
i limiti entri cui C(i’,n+T) può oscillare, si possono ricavare gli 
intervalli di confidenza dei rendimenti attesi per periodi (n, T) in 
feriori alla vita residua del titolo obbligazionario.
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3 - I titoli indicizzati

I titoli indicizzati appartengono alla categoria dei beni 
derivati (contingent claim assets) il cui valore dipende esplicita­
mente dal valore di un bene primitivo sottostante, nel caso partico 
lare dal valore della variabile che è alla base dell’indicizzazione 
(variabile base).

Ipotizzando, come nel paragrafo precedente, che la va ri ab i_
18 le base segua uri moto geometrico browniano con o senza drift ( ),

si può calcolare un rendimento ex ante del titolo indicizzato, insie 
me agli estremi del suo intervallo di confidenza. Le cedole indiciz­
zate vengono considerate pari in media al valore corrente della va­
riabile base, s , mentre il valore di rimborso indicizzato viene con n . ' “r 1 Tsiderato pari as e dove r’ è il rendimento ex ante del titolon
composto continuamente. Gli estremi degli intervalli di confidenza 
sono dati da s^exp . 96 ) dove (J> - <r /2 ) T , conj>=r’ o J =0 , e

1 8( ) Se la variabile base è rappresentata da un tasso si póne =0 '
mentre se è un livello si ponej)=r’ dove r’ è il rendimento effetti- 
vo ex ante, composto continuamente. Si ricordi che essendo e =(l+i’) ,
dove i’ è il rendimento effettivo composto annualmente, si ha r’=ln(l + i’).
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4 - I titoli convertibili

I titoli convertibili possono essere considerati come la 
somma di un titolo obbligazionario puro e di una call option a favo-

19 re del portatore, esercitabile ad una o più date ( ).
20L’opzione ( ), che è lo strumento finanziario derivato

più semplice, pur essendo stata nell’esperienza concreta relativamen 
te poco importante, ha ricevuto una vasta attenzione in letteratura
21G ), proprio perché da una teoria di valutazione delle opzioni si 

può ricavare una teoria generale per la valutazione dei beni derivati.
L’opzione esercitabile in qualsiasi momento prima della sca 

denza (opzione di tipo americano) ha un valore non inferiore a quel­
lo di un’opzione che è esercitabile solo alla scadenza (opzione di

1 9( ) In alcuni prestiti la data di esercizio dell’opzione è incerta
in quanto dipende dal verificarsi di un evento aleatorio quale l’e­
strazione per il rimborso. In tal caso il valore dell'opzione è pari 
alla media ponderata delle singole opzioni per differenti scadenze, 
con pesi pari alle probabilità di estrazione.
20( ) L’opzione si può definire come il diritto di comprare o vendere

determinati titoli ad un prezzo prestabilito, durante il periodo del 
contratto. Il prezzo prestabilito è detto prezzo d'esercizio o base 
del premio. L'opzione per l’acquisto di un titolo, emessa da un sin­
golo individuo, è detta cali ; l’opzione per la vendita di un titolo 
è detta put. Se l’opzione può essere esercitata in qualsiasi momento 
prima della scadenza allora è detta di tipo americano; se invece è 
esercitabile solo alla scadenza allora è un’opzione di tipo europeo. 
Le opzioni emesse da società, sui propri titoli o su quelli .di socie 
tà controllate, sono chiamate warrants o rights (diritti d’opzione). 
I diritti, a differenza dei warrants, hanno in genere un periodo di 
esercizio molto breve.
21( ) I maggiori contributi 1 sono stati quelli di Bachelier (1900),

Sprenkle (1964), Boness (1964), Sàmuelson (1965) prima dei fondamen­
tali articoli di Black e Scholes (1973) e di Merton (1973). Si veda 
la bibliografia per un parziale elenco dei principali articoli.
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tipo europeo) in quanto conferisce tutti i diritti di quest’ultima 
ed in più il privilegio di un esercizio anticipato, il cui valore 
dipende teoricamente solo dall’entità del dividendo distribuito. 
Merton / 28_/ ha dimostrato che, se il titolo azionario non distri­
buisce dividendi o comunque d<Xr’, l’opzione di tipo americano non 
verrà mai esercitata prematuramente e quindi avrà lo stesso valore 
di. un’opzione di tipo europeo.

~I1 problema della valutazione delle opzioni di tipo euro­
peo è stato risolto da Black e Scholes / 5_/ senza far ricorso ad
alcuna assunzione circa le preferenze al rischio degli investitori, 
ottenendo così una soluzione di equilibrio generale: la loro formula 
presuppone che il corso dell’azione segua un moto geometrico brownia

22no ( ) ed è valida quali che siano le preferenze al rischio del mer
cato, è cioè indipendente dal valore dip , purché si verifichino le 
condizioni che rendono possibili le operazioni di arbitraggio tra op­
zioni e titoli azionari.

Per ottenere la formula Black-Scholes in modo più semplice
è preferibile, secondo quanto suggerito da Cox e Ross / 11_/, assume
re che il mercato sia composto solo da investitori indifferenti al
rischio. In tal caso j)=r’ e il valore dell’opzione, c, è pari al suo
valore atteso scontato al tasso d’interesse r’, privo di rischio:

- r t ~ —c = e E/ c*/
dove :

E/ c*/=E/ max ( S*-X, 0_)_/ = J(S*-X) L’ (S*)dS* =

= fs*L’ (S*)dS*-X p (S*)dS*

22 — — . — • —( ) Nell’approccio seguito da Ingersoll / 20_/,7 22_/ per la valuta 
zione delle obbligazioni convertibili è invece il valore dell’impre­
sa che segue un moto geometrico browniano.
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II'valore atteso dell’opzione è quindi eguale al valore medio di S* 
calcolato per la parte della distribuzione di S* nella quale risulta 
S*>X (Fig. 3) meno il prezzo d’esercizio X moltiplicato per la proba 
bilità che S sia maggiore di X.

Fig. 3 Distribuzione probabilistica condizionata di S*, data 
l’informazione fino al tempo n.

Ed anche : &
E/ c*/ = / IS*/.’ (S*)dS*/ h’ (S*)dS*-X/J Z’ (S*)dS* =

J* X- - _ 2/»

= / E/ S*/S*’X/-X/U ' (S*)dS*

Il valore atteso dell’opzione è pari al valore medio di S* , condizio 
nato dall’evento S*>X, meno il prezzo d ’ esercizio, r il tutto moltipli 
cato per la probabilità che S* sia maggiore di X. Volendo esprimere 
E/ c*/ in termini della funzione di ripartizione normale N, si ha 
(Appendice D): /

E W -Ser ’ TN [ln(S/X) + /r’ + (C-.f2/2)]Tj _XN(ÀHLS/X)+/r’-(^/2)]T )
i J ( ’ ( 0?/T /
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Questa formula è stata modificata da Merton per tener conto del paga 
mento dei dividendi. Nell’ipotesi che il dividend yield 5 sia costan 
te si ha j>+ó=r’ da cui j>=r’-ó e:
E lc*l -Se ( P é} TN ! + \ln(S/X) + fr-S-(df/2)] t]

L J I J I )

Non esistono, se non per casi particolari / 18_/ / 34_/ /42_/, 
soluzioni in forma chiusa al problema della valutazione delle opzioni 
di tipo americano su titoli che pagano dividendi. Schwarz / 37_/ ha 
mostrato come risolvere tale problema mediante metodi numerici; i ri 
sultati ottenuti sono, comunque, solo lievemente diversi da quelli 
derivanti dall’applicazione della formula Black-Scholes modificata 
per tener conto dei dividendi.
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5 - Le cedole minime e massime nei titoli indicizzati

Le cedole minime presenti in alcuni prestiti indicizzati 
non sono altro che call options a favore di chi possiede 1’obbliga­
zione. Tali opzioni sono ad esecuzione implicita, non richiedono cioè 
manifestazioni di volontà da parte elei portatore del titolo, e vengo 
no esercitate solo alla scadenza in corrispondenza delle date di pa­
gamento previste. Esse concedono il diritto di ottenere la cedola in 
dicizzata dietro retrocessione della cedola minima. Nel caso delle 
cedole massime l’opzione è a favore dell’emittente che ha il diritto 
di pagare la cedola massima qualora la cedola indicizzata sia ad es­
sa superiore.

Si consideri, ad esempio, un titolo indicizzato nelle cedo 
le e con cedola minima; al momento del pagamento, cioè alla scadenza 
dell’opzione (T=0), la cedola indicizzata (m) è pari al valore massi

23mo tra il tasso base ( ) e la cedola minima (X):
m-max(S*, X)

dove S* è il valore del tasso base al tempo T=0.
In modo equivalente si può porre:

m=max(S*-X,0)+X
dove c*=max(S*-X,0) è il valore dell’opzione al tempo T=0. Il valore 
'della cedola indicizzata al momento del pagamento è quindi eguale al­
la somma della cedola minima X e del valore finale dell’opzione 
max(S*-X,O).

Se invece il prestito prevede una cedola massima (Y) oltre' 
alla cedola minima si ha:

m=X+max(S*-X,0)-max(S*-Y,0)

( ) È’ il tasso che è alla base dell’indicizzazione.
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Il valore della cedola indicizzata, al momento del pagamento, è egua 
le alla somma algebrica della cedola minima X, del valore finale del^ 
l’opzione a favore del portatore e del valore finale dell’opzione a 
favore dell’emittente.'

A differenza dei prestiti convertibili dove esiste una so- 
la opzione esercitatile in modo esplicito ad una o più date, nei ti­
toli indicizzati con cedola minima o massima esistono più opzioni o- 
gnuna delle quali è esercitabile in modo implicito ad una sola data. 
Essendo queste ultime opzioni di tipo europeo esse vanno correttamen 
te valutate con la formula di Black-Scholes dove si pone r’=0, nel­
l’ipotesi che i tassi base seguano un moto geometrico browniano sen­
za drift.
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6 - La clausola del rimborso anticipato

La clausola del rimborso anticipato è un opzione di tipo ame 
ricano a favore dell’ emittente che ha la possibilità di ottenere il tji

24 tolo dietro corresponsione del suo valore' nominale ( ).
La variabile su cui è scritta l’opzione è il corso C(r’,T) del 

titolo obbligazionario, che è funzione sia del rendimento r’ sia della 
vita residua del titolo T. Se r’ segue un moto geometrico browniano sen 
za drift , cioè se dR’=(^dZ, usando il lemma di Ito (v.McKean /27/) , si 
ottiene

dC= C dr'+C dT+- C (dr)2
1 2 2 11

e sono le derivate parziali di C rispetto a r’ e a T mentre
2 ♦ 2 derivata seconda rispetto a r’. Dato che dR=6£dZ e (dR’) =</fdt

dove C

cnè la

e dT ;-dt , in quanto il tempo cronologico e il tempo alla scadenza scorro 
no in senso inverso, si ha:

c
dC= C (TrdZ - Cdt +X .2 2 c11<?vdt=

= (“C2+| CilG^)dt + Ci<rrdZ =

dt + £ dZ

Questa equazione differenziale stocastica deve soddisfare il vincolo:

r’= C + X

dove r è il tasso nominale composto continuamente. Si richiede quindi

24( ) A volte, specie negli Stati Uniti, i regolamenti prevedono un prezzo
di rimborso anticipato (call price) superiore al valore nominale o diversi 
prezzi a seconda del tempo in cui l’emittente esercita la sua facoltà.
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2'5 che il rendimento r! del titolo obbligazionario sia pari alla somma ( )
del rendimento immediato r/C e del premio di rimborso •

Sostituendo si ottiene:
1 x -C +- +r - rTC = 02 2 11

Le condizioni che bisogna osservare nella soluzione di questa 
equazione differenziale sono le seguenti:
a) alla scadenza il valore C del titolo obbligazionario è pari all’unità,

C(r’,0) = 1
b) per r’-*ùo C tende ad annullarsi

lim C(r’,T)=O T>0
c) il'valore del titolo non può mai superare la pari in quanto viene

esercitata la facoltà di rimborso anticipato,
C(r’,T) « 1 T < Tc

dove T è l’ultima data in cui è esercitata la facoltà di rimborso c
anticipato.

Non esiste Una soluzione analit-ica per tale problema che va.
invece risolto con il metodo numerico esposto nell’Appendice E.

2.5( ‘ ) La scomposizione è additiva trattandosi di tassi composti continua
rf r ’ r ’mente: da ( 1 + i ’ ) ( 1 + i ’ )= ( 1 + i ’ ) si ottiene e e =e e quindi r’+r^r’. c s c s
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7 - La- facoltà di acquisto sul mercato

La facoltà di acquisto sul mercato consente all’emittente di rim 
borsare il titolo al valore di mercato invece che a quello nominale, lucran 
do quindi l’eventuale differenza. L’emittente ha quindi una serie di put 
options di tipo europeo, ciascuna delle quali ha un valore alla scadenza 
pari a:

p=max(1-C*,0)
Il valore atteso di p è dato da:

ì

E/p*/= E/max (l-C*,O}7=j(l-C*)F’(C*)dC* 
o

Chiamato r^_* il valore critico del rendimento cui corrisponde un corso 
pari all'unità si ha:

E/p*7=|/T-C*(r'*)/L’(r*)dr'*
“ 2. /

(_r »* + r)(V-T) 26Dato che C*(r’*)=e ( ) si ha infine:
00

— — ( — (—r'*+r)(V—T)—E/p*/=j/l-e _/L' (r’*)dr’*
T

<26) C*(r'*>-1 Se e<-'c*^-£V-T)=1, a.cui r'*-r 
c C
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PARTE II

1 - La determinazione dei proventi attesi dei CCT

I proventi attesi vengono determinati mensilmente non ap­
pena sono noti i risultati dell’asta dei BOT. Il tasso base cui è 
legata l’indicizzazione, pur potendosi immaginare definito nel con­
tinuo, ’’viene alla luce” solo ad intervalli discreti (mensili) ed 
è solo in tali occasioni che le sue eventuali variazioni modifica­
no le aspettative sulle cedole dei CCT.

Conosciuto l’esito dell’asta dei BOT si aggiornano le s£ 
rie (grezze ed arrotondate) del tasso base (vecchio e nuovo metodo) 
relative al singolo mese e al"trimestre (vecchio metodo) o al bime

2 7stre (nuovo metodo)( )(tav. 1).
Quindi si calcolano i logaritmi dei rapporti del tasso

base (S) relativo al singolo mese; com’è noto la serie così ottenu
ta ( In s^ /In s^_ )
ne del tasso base:

non è altro che il tasso istantaneo di variazio
v; /infatti da s =s e si ottiene =ln s /In s

1 L “ 1 U> U — 1

Sulla base delle ipotesi formalizzate nella prima parte
di questo studio il logaritmo del tasso base S si distribuisce fra

2T unità di tempo (mesi) in modo normale con media ja = - ( /2 )T + ln s
2 2 2 n

e varianza (F = OsT dove 0/ è la varianza del tasso istantaneo e s è r n
l’ultimo valore osservato del tasso base. Il valore atteso di S, va

27( ) Com’è noto le cedole dei CCT (vecchia indicizzazione) sono pa­
ri al tasso semestrale equivalente (in regime composto) alla me­
dia ponderata dei tassi annuali semplici,dei DOT a 3, 6 e 12 me
si rilevati nel trimestre che precede-<11'^un mese la data d’inizio 
del godimento della cedola (i pesi sono pari alle quantità assegna­
te all’asta); è prevista^una cedola minima. Secóndo il nuovo mecca­
nismo di indicizzazione, che non prevede nessuno floor per le cedo 
le, queste sono pari al rendimento medio semestrale dei BOT a 6 me 
si rilevato nel bimestre che precede di un mese la data d’inizio 
del godimento della cedola, più uno spread di 0,4 punti percentuali. 
In entrambi i casi i rendimenti sono calcolati sulla base dell’anno 
commerciale e vengono arrotondati ai cinque centesimi più vicini.
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riabile casuale lognormale, risulta pari a E^sJ = exp (r/2 ) =

2 2 K= exp ( - (cy/2 ) T + ln s +(<K/2)T)=s , cioè all’ultimo valore osservato,
per qualsiasi valore di T (ved. Tavv. 2 e 3 - 1 mese). Gli interval, 
li di confidenza (al 95 per cento) riportati nelle tavole 2 e 3 (1 
mese) si ricavano dalla relazione seguente: s = s^exp (jt-6*1.96 )

Calcolati il valore atteso e gli intervalli di confiden­
za del tasso base riferito al singolo mese, per ottenere le medesji 
me informazioni per il tasso che realmente interessa e cioè quello 
trimestrale per il vecchio metodo e quello bimestrale per il nuovo 
metodo si applica ai dati relativi al tasso mensile un filtro a me

2 8dia mobile a tre o due termini ( ) (tavole 2 e 3 - 3 mesi é 2 mesi).
I valori attesi del tasso base trimestrale per leads superiori ad 
uno e tutti i valori attesi del tasso bimestrale sono ottenuti con 
la media semplice; invece il valore atteso del 'tasso base trimestra 
le ad 1 lead (9.0722) è ottenuto come media ponderando il valore 
del tasso base mensile nella penultima asta (9.0572) con il valore 
dei BOT assegnati nella stessa asta (12070.7) mentre sia il tasso 
base mensile nell’ultima asta (9.0806) quanto il suo valore atteso 
ad 1 lead (9.0806) vengono ponderati con il valore dei BOT assegna

29"ti nell’ultima asta (10811.3) ( ).

28( ) Tale procedimento non*è matematicamente rigoroso. Occorrereb­
be in teoria ricavare la distribuzione probabilistica della somma 
di più variabili lognormali non indipendenti (la lognormale non go 
de della proprietà additiva); si ritiene tuttavia che l’errore do­
vuto alla semplificazione sia trascurabile.
29( ) I calcoli sono stati effettuati dopo l’asta del giugno 1981.
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Mentre i proventi attesi dei CCT nuova indicizzazione 
coincidono praticamente con i valori attesi del tasso base (+lo 
spread) (tav. 4) così non è peri CCT vecchia indicizzazione per 
i quali occorre tener presente il floor costituito dalle cedole 
minime. In tal caso la cedola attesa tra T unità di tempo è pari 
alla cedola minima (X) più il valore atteso dell’opzione e[c*] = 

=Epnax(S-X,0 )]

Come si è visto, il valore atteso dell’opzione (tav. 5) 
è pari al valore atteso del tasso base condizionato da S>X (tav..6) 
meno la cedola minima (tav. 7) il tutto moltiplicato per la proba­
bilità che il tasso base sia. maggiore della cedola minima (tav. 8) 
■3Ó 31 32( ) ( ) ( ). Sommando i dati contenuti nelle tavole 5 e 7 e con

siderando i valori nominali che vengono rimborsati si ottengono 
quindi i proventi attesi (tav. 9).

I proventi attesi grezzi riportati nelle*tavole 4, 9, 10 
e 11 sono infine arrotondati, come previsto dal regolamento dei CCT, 
ai 5 centesimi più vicini (tavv. 12 e 13).

Come si può notare, i proventi attesi sono molto vicini 
al valore corrente del tasso base il che, in presenza di cedole mi- 

<30) f ln<VX)-<0-3/2)T ì

( ) Se la probabilità che il tasso base sia maggiore della cedola
minima è vicina all’unità, cioè se la probabilità che le cedole mi. 
nime "entrino in gioco” è assai remota, allora la cedola attesa è 
praticamente uguale al valore atteso del tasso base.

3-2( ) Le differenze che si rilevano per leads elevati sono dovute
alla non rigorosità matematica della sovraimposizione del filtro 
a media mobile.
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nime, si spiega con l’eccessivo divario esistente tra quest’ultimo 
e il livello delle cedole minime. Il metodo proposto assume maggio 
re rilevanza quando la probabilità che le minime ’’entrino in gioco” 
sia maggiore. Se si ipotizza, ad esempio, che il valore corrente 
del tasso base sia pari a 6,30 i proventi attesi, e di conseguenza 
i rendimenti, sono assai diversi se l’esistenza della cedola mini­
ma viene trascurata o meno (v. Tavv. 14, 15 e 16). In particolare 
si veda come i rendimenti delle emissioni 1.5.82 I e II oppure 
1.7.82 I e II siano nettamente diversi qualora, l’effetto delle ce­
dole minime venga preso in considerazione.
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2 - Il calcolo dei rendimenti effettivi

Il rendimento effettivo di titoli a rimbórso unico e ce­
dole semestrali, come i CCT, si calcola risolvendo la seguente e- 
^pressione rispetto all’incognita j’:

il Ì2 1+in
C — ~ 4- + . . . 4***’*" =

n-h / , . /, • , v2-h2 ** /i • i \n_h C In (1+j’) 1 (1+j') d ( 1+j ' ) n H

-1
K«l

ti •, x-(k-h) Z1 • ,x- 
1r(1+J ) +(1+J’ )

(n-h ) 
n

dove: j’ è il rendimento effettivo semestrale
i , i^, sono i proventi attesi semestrali
1-h , 2-h , . .. sono il numero dei giorni mancanti alle12 23

varie date di pagamento divisi per 182,5 ( )
C è il corso tei quel unitario quando mancano allan-h

scadenza n-h semestri standard (mentre con n
C’ si indicherà il corso secco) n-hn

Innanzi tutto occorre calcolare il numero dei giorni ef­
fettivi mancanti alle varie date di pagamento. A tal fine si può 
usare la seguente formula, valida per il periodo compreso tra il
1° marzo 1900 e il 28 febbraio 2100, che trasforma la data, espres 
sa in giorno (g) mese (m) anno (a), nel numero effettivo di giorni 
trascorsi dal 1° gennaio 1900 :

33( ) Essendo il rendimento effettivo riferito ad un periodo di 365
giorni, il semestre standard è di 182,5 giorni. Il rendimento annua 
le si ricava poi da i 1 = ( 1+ j.’ ) 2-l.
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num = INT(365.25a’) + INT(30.6001 m’) + g - 694037
dove: num è il numero dei giorni trascorsi dal 1° gennaio 1900

Ì
a-1 se m = 1,2
a se m>2

(m + 13 se m = 1,2 
m’ = [

)m + 1 se m>2
Non essendo l’espressione £1] esplicitabile rispetto a

j’, per calcolare il rendimento effettivo si deve ricorrere.ad una 
procedura iterativa che necessita di un tasso j’ iniziale; inseri­
to questo nella formula si verifica l’errore che esso comporta, si 
aggiusta di conseguenza j’, lo si inserisce nuovamente nella formu 
la e così via finché l’errore non divenga sufficientemente picco- 
lo ( ) .

Per la determinazione del tasso., iniziale si sono usati
i primi due termini dell’espansione in serie secondo Me Laurin delL 
l’espressione lj, ipotizzando cedole costanti pari alla prima

( i =i ) e intervalli di pagamento pari al semestre standard (h =h =h). k 1 k n
Dato, quindi,

n
. (1+j’)h-(l+j') h) -(n-h)

=11—------ 77^--------- + ( 1+J ’ )
<J

da cui

C , i .(,^J')hr(l>.i')~(n~h\( ! + J , ) - < n-h ) _(1+J ■ )h-l. _
n-h 1 j ' ° j ’ 1

34(# ) Nel programma il rendimento percentuale semestrale risulta
corretto fino al terzo decimale.
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1 J
si ricava:

dC ' -h
C’ , =cf (0)+—77—(0) j ! = (n-h)i/+l-(n-h)j ’ da cuin-h n-h dj ’ 1

(n-h)i1+l-C^_h
j’=---------------- che rappresenta il valore iniziale, sperimenta-n-h

le di j ’ .
Per correggere successivamente, sulla base dell * errore

osservato, il valore di j’ si.è scelto il metodo di Newton per la
sua rapidità nella convergenza. Chiamata f ( j ! ) la funzione diffe­
renza tra i due membri della ^lj il valore di j! alla m-esima ite 

razione (sia j’) è dato da: m
f(j; ?. t ___ m—1
f ’ ( j ' ) m-1

E1 da sottolineare che il rendimento è stato calcolato
*

senza far ricorso ad alcuna approssimazione: il numero dei giorni 
mancanti al pagamento delle singole cedole è quello effettivo e il 
corso tei quel è stato ricavato aggiungendo al corso secco l’effej: 
tivà cedola maturata. Questo ha richiesto che venisse automatica- 
mente calcolato il giorno di valuta con riferimento al quale si 
calcola la cedola maturata e cioè, secondo gli usi di borsa, il 
terzo giorno di borsa aperta successivo a quello in cui il contrai; 
to è stato stipulato; si è pertanto tenuto conto dei sabati, delle 
domeniche e dei giorni festivi secondo il calendario di borsa.
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3 - La scomposizione dei rendimenti effettivi

La scomposizione del rendimento effettivo in rendimento 
immediato e premio di rimborso (a scadenza e anticipato), comune­
mente nota, è stata proposta da Rosania in un articolo del 1958. 
In esso si riportàvano le formule matematiche necessarie per 
il calcolo dei vari elementi che compongono il valore e il rendi­
mento dei titoli ’’anche per i casi in cui il tempo non sia ad an­
ni interi”, Mentre le formule per il calcolo del rendimento effect 
tivo ad anni interi facevano uso del regime di interesse composto, 
l'Autore adoperò ’’l’interesse semplice per le frazioni d’anno, co 
me si usa per la pratica bancaria, per semplificare i calcoli”.

Gli stessi motivi di semplificazione dei calcoli, del 
tutto giustificabili più di venti anni fa, sono alla base della 
scelta di una scomposizione additiva del rendimento effettivo, 
consona al regime dell’interesse semplice, piuttosto che di una 
scomposizione moltiplicativa corretta in regime di interesse com­
posto :

i’=i’+il (scomposizione additiva)c s

(1+i’)=(1+ i’)(1+i’)(scomposizione moltiplicativa) c s
dove i’, i^ e i^ sono rispettivamente il rendimento effettivo, il 
rendimento immediato e il premio di rimborso.

Se ad esempio j’ è il rendimento effettivo semestrale, 
il rendimento effettivo annuale i’ si ricava da 2j’=j’ in regime

2 semplice e da (1+j’) =l+i’ in regime composto. La scomposizione 
j’= j’+j’ è esatta in regime semplice perché 2j’=2j’+2j’= i’ mentre c s c s
la scomposizione ( 1+j ' ) = ( 1+j£) ( 1+jp è esatta in regime composto 
perché (1+j')2=(1+jè)(l+js)=1+i’•
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Rosania distingueva correttamente il rendimento immedia­
to per ciascun anno da quello per tutta la durata del prestito, co 
sì come per il premio di rimborso. Diversamente dal rendimento ef­
fettivo che per definizione è costante in tutta la vita del presti^ 
to, il rendimento immediato e il premio di rimborso sono variabili, 
diminuendo il primo e aumentando il secondo (se i’>i) in conseguen 
za del tendere ad 1 da parte del corso. Il rendimento immediato 
medio così come il premio di rimborso medio risultavano, però, stra 
namente eguali a quelli del primo periodo, contrariamente alla lo­
ro natura di ’’media”. Questo fatto anomalo sorgeva proprio perché 
la scomposizione era valida per i singoli periodi, nei quali si u 
sava il regime dell’interesse semplice, ma non lo era più quando 
si passava a considerare l’intero periodo per il quale vigeva il 
regime dell’interesse composto.

Limitiamoci innanzitutto a considerare un prestito a rim 
borso unico con pagamenti equidistanziati di un anno. Come è noto 
il corso tei quel del titolo cresce in base al rendimento effetti­
vo ed ha il caratteristico andamento ”a sega” con discontinuità de 
terminate dallo stacco delle cedole in pagamento.

Il corso secco, che cresce in base al premio di rimborso 
di ogni singolo periodo, ha invece un andamento ”a onda” in quanto 
collega i punti di discontinuità del corso tei quel.

Il premio di rimborso di ogni singolo periodo (i^ si 
ricava da i’ , =C ’ /C ’ -1 dove C,’ è il corso ex cedola alla k-esimas,k k k-1 k
data di pagamento.

3
Il rapporto tra corso tei quel e corso secco ( ) è pari

3 5:( ) Il sistema di quotare secco un titolo, facendo uso del regime
semplice per ricavare il corso tei quel, risponde ad esigenze di 
praticità in quanto la quotazione secca, evolvendosi molto più len 
tamente di quella tei quel, permette di essere più facilmente seguj^ 
ta: tuttavia i calcoli di convenienza vanno effettuati in regime com 
posto sulla base dell’esborso effettivo e cioè del corso tei quel.
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al .montante di un investimento effettuato al tasso di rendimento 
immediato del periodo, dove le discontinuità sono pari alle cedo­
le incassate. Il rendiménto immediato del singolo periodo (i’ )c, X 
si ricava rapportando la k-esima cedola al corso ex cedola della 
k-esima data di pagamento: i1 = i /C’ differentemente dal più co-C , X X X 
mune i /C’ „.k k-1

Nel caso di rimborsi di capitale durante la vita del pre 
stito, il corso tei quel (dell’intero prestito) presenta delle di­
scontinuità determinate oltre che dallo stacco delle cedole anche 
dai rimborsi di capitale. Il corso secco presenta anch’esso delle 
discontinuità pari ai rimborsi di capitale effettuati.

Il premio di rimborso medio del periodo non è altro che
il tasso che eguaglia al corso secco corrente i valori attuali dei 
futuri pagamenti a titolo di capitale. Chiamando k il capitale rim 
borsato nel j-esimo periodo si hapC(l+i' (l + i1 )-ko(...=0:

K s, 1 1J s, 2 2 J
il premio di rimborso medio, ottenuto come sopra in modo iterativo
36 ( ), è quel valore costante che soddisfa tale equazione.

Il rendimento immediato medio del prestito è quel valore 
cbstante che soddisfa la seguente equazione )|(l+i’ )-i (l + i’ )-i (

\ c, 1 1 c, 2 2/
...=1 e che si ottiene iterativamente come tasso che eguaglia ad 1 
(valore nominale del debito) il valore attuale dei futuri pagamen­
ti a titolo di interesse. Naturalmente, rimane sempre valido che 
(l+i*)(l+i*)=l+i1, dove i* e i* sono rispettivamente il rendimento c s c s
immediato medio e il premio di rimborso medio.

36( ) Nel caso particolare del prestito a rimborso unico il premio
di rimborso medio i* può essere esplicitato; infatti:
cd+isjj d+i^)... (i+is',)-i=o , (i+ì;,) (1+ìj,) ... (i+is'H)=i/c
(i+i*)w =i/c j i*=(i+c)‘M-i.
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4, - Il rendimento effettivo di. un insiemé di titoli e là sua scorn- 
posizione

Il rendimento effettivo medio relativo ad un dato insie­
me di titoli va calcolato sulla base della metodologia indicata 
da Nardi / 32_/. Esso è pari a quel tasso che rende eguale al va­
lore corrente dei titoli considerati la somma dei valori attuali 
di tutti i futuri pagamenti previsti dai singoli titoli* A diffe­
renza dei singoli prestiti, il cui rendimento effettivo è per de­
finizione costante, il prestito unico, che si forma considerando 
tutti i proventi dei singoli titoli, ha un rendimento effettivo 
variabile nei singoli periodi, la cui media funzionale si ottie­
ne nel modo sovradescritto. I rendimenti effettivi dei singoli 
periodi si ottengono rapportando le somme dei corsi tei quel re­
lative a due date successive. Allo stesso modo, il rendimento im­
mediato medio (il premio di rimborso medio) relativo ad un dato 
insieme di titoli si ottiene scontando tutti i proventi futuri a 
titolo di interesse (capitale) in modo che la somma dei valori at 
tuali sia pari al valore nominale del debito (alla somma corrente 
dei corsi secchi),. I rendimenti immediati medi (premi di rimborso 
medi) dei singoli periodi si ottengono rapportando la differenza 
tra la somma ’’dei corsi tei quel e quella dei corsi secchi (la som 
ma dei corsi secchi) in una certa data alla somma dei corsi secchi 
nella stessa data (nella data precedente).

Nella tavola 17 sono riportati, per ciascun titolo e per 
l’insieme dei titoli, i rendimenti effettivi, i rendimenti immedia 
ti e i premi di rimborso nei singoli periodi alla data del 16 lu­
glio 1981.
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5 - Gli intervalli di confidenza dei rendimenti attesi per diversi 
orizzonti temporali

Sulla base della metodologia esposta precedentemente (Par 
te I, §3) viene ora mostrato come si calcolano i rendimenti attesi 
e i rispettivi intervalli di confidenza per periodi inferiori alla 
vita residua di un titolo.

Il titolo scelto ai fini applicativi è il CCT biennale 
1.9.83 con prezzo di emissione pari a 98 lire, prima cedola pari 
a 10 e valore corrente del tasso base pari a 9,89. Nella tavola 
18 sono riportati i valori attesi del tasso base fino al febbraio 
1983 ultima data di interesse ai fini dell’indicizzazione; sono i, 
noltre mostrati i rendimenti attesi del CCT biennale per periodi 
(T, V), essendo il rendimento all’emissione pari a 22,86.

Nella tavola 19 sono riportati i proventi attesi dei CCT 
alle varie date, nelle tre diverse ipotesi. Ad esempio, le cedole 
attese alla data del primo dicembre 1981, fatta eccezione per la 
prima che è già nota, sono pari nell’ipotesi minima a 8,35; questo 
valore si ottiene aggiungendo à 7,94 (ved. Tav. 18) lo spread di 
0,4 e arrotondando ai cinque centesimi più vicini. Alla data del 
primo febbraio 1982, invece, la seconda cedola è 7,95 mentre le 
successive sono pari a 7,85; la seconda cedola viene infatti deter 
minata a febbraio come media dei tassi nei mesi di gennaio (7,66) 
e febbraio (7,43)più lo spread, mentre le successive sono pari al 
tasso di febbraio più lo spread..

Determinati i proventi attesi e i rendimenti attesi dei 
CCT, per trasformazione si ottengono i corsi tei quel teorici alle 
varie date (Tav. 20). Nella tavola 20 sono anche mostrati i fatto-
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ri di reinvestimento delle cedole, ottenuti sommando all’unità la 
quota del corso che la cedola rappresenta alla data di stacco. Di_ 
videndo i corsi teorici per il corso alla data del primo settembre
3-7( ) e moltiplicando per i fattori di reinvestimento si ottengono

gli indici per scadenza, i quali evidenziano la rivalutazione del 
capitale iniziale dal primo settembre alle varie date di scadenza 
dell’investimento,. Da tali indici, mediante la consueta trasforma 
zione, si ottendono infine i rendimenti su base annua relativi ai' 
periodi (n, T).

Come si può osservare se l’investimento terminasse il 
primo ottobre 1981 si .conseguirebbe un rendimento massimo del 40,87 
per cento in caso di ribasso dei tassi e un rendimento minimo del 
4,20 per cento in caso di rialzo dei tassi: la natura di titolo a 
reddito fisso prevarrebbe quindi su quella di titolo indicizzato, 
dati i ritardi nel meccanismo di indicizzazione. Dopo nove mesi, 
però, la forza relativa cambia, prevale quindi la natura di tito­
lo indicizzato e l’intervallo di confidenza comincia ad allargar­
si fino a raggiungere la sua massima ampiezza alla scadenza natu­
rale del titolo.

37( ) Il corso indicato alla data del primo settembre 81 è pari al
prezzo di emissione (98 lire) più un giorno di maturazione della 
prima cedola.
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6 - Elaborazione giornaliera dei rendimenti dèi CCT

Sulla base di quanto precedentemente esposto è stato appron 
tato presso la Banca d’Italia un programma di calcolo per la determi­
nazione giornaliera dei rendimenti dei CCT.

Il rendimento viene calcolato ipotizzando che il tasso ba­
se, cioè il tasso che è alla base dell’indicizzazione, segua, come 
si è visto, un moto geometrico browniano senza drift. Oltre al rendi­
mento atteso vengono riportati gli estremi di un intervallo di confi^ 
denza entro il quale, con il 95 per cento di probabilità, tale rendi-

3 8mento si colloca ( ).
Nella tavola 21, che si riferisce all’intero comparto dei 

CCT, si trovano oltre ai rendimenti ex ante anche tre rendimenti ex 
post che si riferiscono ad altrettanti ipotetici investimenti inizia

,39x ti in tre differenti date ( ) e chiusi alla data corrente.
La tavola 22 riporta tra l’altro, dettagliatamente per sin 

golo titolo, i rendimenti attesi con i rispettivi intervalli di con­
fidenza al 95 per cento, la scomposizione del rendimento atteso in

40 rendimento immediato e premio di rimborso ( ), e la durata ex ante,

38 *( ) Si noti che l’intervallo di confidenza si riferisce ad un inve
stimento che, iniziato alla data corrente, viene chiuso alla scaden 
za dei titoli e non prima; il suo rendimento dipende dalle cedole 
che si determineranno in futuro ma non dalla futura evoluzione dei 
corsi.
39( ) Le date sono rispettivamente i) la fine del terzo mese che pre

cede la data corrente, ii) la fine del dodicesimo mese che precede 
la data corrente e iii) il 31.12.1980.
40( ) Contrariamente all’uso corrente non viene calcolata una scompo

sizione additiva bensì moltiplicativa, che è quella- valida in regi­
me d’interesse composto, (v. Parte II § 2).
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comunemente nota come duration, che, tenendo conto anche delle cedo­
le future, fornisce la misura più attendibile del tempo medio per 
il quale il capitale rimane investito nel titolo. Per ogni titolo 
viene poi indicato qual * è stato il risultato dell’investimento at­
tuato comperando il titolo stesso al prezzo di emissione e venden­
dolo al prezzo di borsa nella data corrente.

La tavola 23 riporta le caratteristiche di ogni singolo 
CCT e i valori registrati negli ultimi mesi dai tassi cui e legata 
l’indicizzazione (vecchio e nuovo metodo).
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Appendice A

La distribuzione lognormale

La variabile casuale X ha una distribuzione lognormale se 
Y normalmente distribuita cioè se X è della forma e dove Y 

In X è
e nor<

male. La funzione di densità si ricava nel modo seguente, per x>0: 
fX(x)=7bP(eY< x)’£FY(ln- x)’xfY(ln x)=^feeXPH(Ì2VZ2:)]

dove yne sono la media e la varianza di Y=ln X
Il k-esimo momento di X intorno a 0 è dato da:

f°° k r ,kx x fi /Inx^MiE ( X ) ^xo-VIir exP [ ~ 2 ( / J dX

v yEssendo x = e'y si ha, per x=0, y=-oo e dx = e dy. Pertanto:
E(xk)=fc^exp [■ dy=

i r fi y2-2/*y+/<2-2 r2 ky
= fthf jexp [ - à — J dy=

1 f r 1. (y-/*-ko-")-k'<r -2M<r= FvW J exp L " 2 -----------J y=

/* 2 1 "1.2 2, 1 ( 1 /y-(/<+J«r )\= exp(k/+ - k <r ) Jexpj|- - [ ? ) dy=
-oo

= exp ( kj4 + ~ k2 O'2 )

Quindi, in
E(x) =

particolare :
1 2

exp ( p + “ )

var(X) =É(X2)-|e (X )J 2=exp(2^+2 (T2 ) -exp ( 2y<+ <y ) = £(x)2[exp ( <r )-l]

Sotto è riprodotta una tipica funzione di densità lognormale. Co­
me si vede, quando l'ascissa è x essa risulta asimmetrica verso 
destra ed è limitata a 0, mentre quando l’ascissa è In x^_ allora
è normale, simmetrica e illimitata.

o
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Appendice B

Il moto Browniano

Il moto Browniano appartiene alla categoria più generale dei pro­
cessi con incrementi indipendenti Z Se ZQ , Z, ... costituiscono
un tale processo allora Z^-Z^, Z^-Z^, sono mutuamente indipen
denti. Per contro se Y , Y . ... sono variabili casuali mutuamen-12
te indipendenti e Z^ è una variabile casuale arbitraria allora 
Z^=Z^+Y^+ +Y^ è un processo con incrementi indipendenti.

Se la distribuzione di dZ dipende solo da dt si dice che
il processo ha incrementi stazionari in senso stretto.

I processi con incrementi indipendenti sono specificati
dalla distribuzione di dZ. In particolare, se Y=Z-Z, Y =Z —Z^1 1 0 2 2 1
ne segue che W=Z^-Z^=Y^+Y, ^a una distribuzione pari alla somma 
delle due variabili casuali indipendenti.

Un processo ad incrementi indipendenti si dice Browniano 
se dZ di distribuisce in modo normale con media pari a 0 e varian 
za dt.
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Appendice C

La distribuzione della variabile base.

Se la variabile base S segue un moto geometrico Browniano, cioè:

ds
—=j>dt+q;dz

la distribuzione di S*, cioè la distribuzione di S tra T unità di
tempo, si ottiene integrando per t=O,T ( )i

(dS of f
1“=? dt + <ry dZ
o Q «4»

z/ 1 ‘ r *1lnS+* ti =yT+G^Z(T)-Z(O)j
“o

In^*/S)= ( j» -|) t+ <r,[z ( T ) -Z(0 j| , 38.Pertanto ( )

1
ln^*/s)^N' ( (j>-^)T,<7f^T) da cui

X
lnS*^N' ( (j--^)T + lnS,o;ff) .

Quindi S* si distribuisce in modo lognormale con parametri
4 Z

ys= (p-^pT + liìS e o;=0;T. In particolare E £s*J =exp =exp (y T + lnS)
.ser

,3 7x dS K( ' ) ~ e un integrale stocastico; le regole d’integrazione so­
no simili ma differenti da quelle consuete (si’veda McKean /27_/).
3 8 ' ’( ) Sono quindi i logaritmi della variabile base che seguono un

moto Browniano assoluto, essendo le loro differenze distribuite 
normalmente.
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Appendice D

Il valore atteso di una call option

Se ln(S*/S )^N ’ (^>(T) e L'(S*) è una funzione di densità 
lognormale si può dimostrare che:

fs*L ’ (S*)dS*=E ls*j ^1J

V l /
Infatti :
[5‘L,(S*)dS*‘js^ SXP[- 5)'jdS*

Ponendo w=ln(S*/S) si ha per S*=X, w=ln(X/S) e dw=dS*/S*. Pertanto:

S . f f 1 w* + /<‘+ O’1'-2w/M-2w<r%2^<rt 177s exP - 2 —------ 5*------ 7,’Jd“~

S exp(z +//2) ^1 expj. ^±^ZÌ)]dw=

E^S*j Prob ( w >ln(X/S ) )=E^S* Prob( z >( ln(X/S ) -/-(T) /v ) =

E^S*] Prob(z<(ln(S/X)+^+ir>’))=E^S*] Npn(S/x)j-/<+o-.. j

Inoltre si. può dimostrare che:

l I r !

Infatti : 

jL'(S*)dS*=Prob(S*>X)=Prob(In S*>ln X)=Prob/z>ln x~^~ln Sj = 

Prob ^laL^^^'lntS/X)^

Nell'ipotesi di moto geometrico browniano si ha Jfc=£y-( 4/2 )> e

(T = tyFf (v. Appendice C ) .. Pertanto, per la fi? e la ^2? :
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E^c*] = ls*L' (S*)dS*-X IL' (S*)dS* =

_ 3N('ln(S/X)+/j>+( 07/2)1 T? xn ( In ( S/X ) +/> - ( Oy/2 )] T? 
| )’ ( )
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Appendice E

Il valore di un titolo obbligazionario rimborsabile anticipa­
tamente .

Il problema di valutazione consiste nel risolvere
11 equazione differenziale :

1 2-C +— ere +r-r'C=02 2 r 11
soggetta ai vincoli:

C(r’,0)=l
lim C(r’,T)=0r-»® T>0

C(r*,T)$1 T< T c
Al fine di ottenere un campo di variazione limitato

è opportuno procedere ad una trasformazione di r’, definendo 
q(r')=l/(l+r’)

Si noti che O'qfr'pl. Applicando il Lemma di Ito a q(r’) si ha: 
1 2dq=q1dr'+-qil(dr’).

2 3 2 2Dato che.q =-q , q = 2q e (dr’) = dt sostituendo si ottiene:
1 il 322

dq=q o^dt-q O^dZ
Applicando il Lemma di Ito a g(q)=G(r',T) si ha

1 2 dg=g1<icI-g2dt+2SX x < dq )
3 2 2 2 4 2Dato che dq+q 6^dt-q<^dZ e (dq) =q Of dt si /ha
dg=(giq3G^-g2+|gliq4°V )dt-giq2(TrdZ da cui 

dg—^Édt+ydzg c
, 3 2 1 4 2. ~ 2 ,dove l =(giq “S2 + 2Sliq °^/s e Y ="Siq /g

(l-q) , rDato che: --- = ^+~q g
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si ottiene:
32 1 42 (1-q) ~g„q 0\-go+—g^q 0>+r-—■*—g=01 r 2 2 11 v q

Per risolvere con metodi numerici questa equazione 
differenziale soggetta ai tre vincoli già indicati, occorre 
approssimare le derivate parziali con differenze finite. La, 
derivata parziale di g rispetto a q nel punto (q,*t), g^(q,t), 
può essere approssimata da

g1(q,'O = /g(q+h,T )-g(q,t)] /h o da

g1(q,t) = [g(q,~)-g(q-h,T)l /h

dove h è l’ampiezza dell’incremento nel valore di q*
La procedura numerica richiede che si consideri un 

numero finito di valori discreti della variabile in questione. 
Per g si considerano n+1 valori discreti (i=O,...,n) tali che 
la differenza tra valori consecutivi sia l’incremento h. Se 
il minimo valore di q è zero si può usare la seguente notazio­
ne per rappresentare i valori discreti che q può assumere:

q.=ih i=0,..•,nì
Allo stesso modo si possono considerare m+1 valori discreti 
pert(j=O,... ,m) tali che la differenza tra due valori conse­
cutivi sia l’incremento k. Se il minimo valori di t è zero si 
può usare la seguente notazione per rappresentare i valori di­
screti che T può assumere:

/C,=jk j =0,-- ,m
J

I valori di g possono quindi essere scritti come:
g(q,t)=g(q )=g(ih,jk)=g

1 J 1 > J

Per ottenere una migliore approssimazione di g^ si usa la me­
dia tra l’approssimazione in ayanti e quella all’indietro. Quin
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di g può essere scritto come:
grAi*i,rsi-i.jJ/2h

L’approssimazione in avanti di g è:
gll )=/Sl (q+h’?)~Sl )]/h

Per evitare un effetto distorsivo in avanti si sostituiscono 
a g1(q+htT’) e le approssimazioni all ’ indietro, otte­
nendo :

r 2gir/si+i i_2gi i+gi-i il/h

La.derivata parziale di g rispetto a T è approssimata da:
g3-K,j-Si,j-J/k

Si noti che in questo caso si è usata l’approssimazione all’in- 
dietro in quanto si intende legare il valore di g ài tempo j 
con il suo valore al tempo j-1. Come si vedrà tra breve, la 
procedura numerica consiste nel risolvere un sistema di equa­
zioni lineari che fornisce il valore di g al tempo j come fun 
zione dei valori di g al tempo j-1. Noto il valore di g alla 
scadenza (j=0) il metodo procede in senso inverso al tempo ero 
nologico.

Con l’approssimazione descritta l’equazione differen
ziale diventa:

g 2 .4 • g • -J • q q g ’ • ”g • * * 4 g-i < 1 4 * • +g 4 1 4 A O
J ’ih ' ’J<ih> <V- ’J-K ,J~ *2 -----------------^(ih) +

1-ih+r_. ... ■ g =0 
ih 1, j

Ordinando i termini si ottiene
U.g. , ,+V.g; .+Wg. ' .=g. . +rk i=l,...,n-l fi]

1 1—1,J 1 1,J 1 + 1,J 1,J—1 1 7
j = 1, • • • , m
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I
dove: Ui = -k(--^(^i3h2+^(^!i4h2)=pz7; i3h2k(l-i )

v.-_-k(-l-0?i4h2-l^)=1 + ^i4h2k+^^
1 k ih f ih

, .1 2.3, 2 1 2.4, 2X 1 2 3 2,Wi=-k(—0;i h +—Q^i h h k(l+i)

Riducendo gli incrementi h e k, la soluzione può raggiungere 
il grado di accuratezza desiderato, ma a spese di accresciuti 
costi di calcolo. Si ricordi che m ed n rappresentano il nu­
mero di incrementi rispettivamente nella dimensione 'ì! e q : m
viene scelto in modo da corrispondere alla scadenza naturale 
del titolo obbligazionario mentre n deve essere sufficiente­
mente grande in modo che la condizione di rimborso anticipato 
valga come eguaglianza per un certo valore di q inferiore a nh 
(cioè per un r1 assai basso), per tutti i valori di 'V conside­
rati: valori più elevati di q (più bassi di r') sono irrilevan 
ti dal momento che l’equazione differenziale non si applica 
quando il rendimento è così basso che il titolo viene rimbor­
sato anticipatamente.

Per ogni dato valore di j, la 1 j rappresenta un 
n+1 incognite g. .(i=0,...,n).

1 » J
g =0 (condizioneS0,j
n equazioni

insieme di n-1 equazioni lineari in
Aggiungendovi 
per r oo ) si

11 ulteriore equazione
ottiene un sistema di in n + 1

limite
inco­

gnite che può essere così posto:
u.g. .+v.g. .i i 1 1 + 1 ,j =w.. •1 i=0,1,. ..,n-l

j — 1 > 2 , • . • ,m

dove u.=V.-U -i-l, v . =W .i i ìu. * i 1 ì-l
W-: 1, w.=g. . +rk-U.—1—**

1 x’3-l 1Ui-l
per i/0

mentre per i=0 uQ = l e vo=wq=O*

Si osservi che i coefficienti u., v.,i ì w. sono noti.1
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, • • • , n ;

dati i valori di g. . . Data la condizione finale g. =1i,j-l 1,0
i rimanenti valori di g. . (i=0,...,n; j=l,...,m) vengono de-

19 J
terminati in base alla seguente procedura iterativa che tiene

anticipato g..L 
ij

. Se g . 1n-1, j

conto del vincolo costituito dal rimborso
Si pone g .=1 e si ottiene g „ . dalla } 2.1

n,j n-l,j < )
si risolvono le rimanenti equazioni del sistema ottenendo gli
altri valori g. . ; se invece g .>1 si pone g „ .=1 e sii , J n_ 19 j n-1, j
risolve rispetto a g Nuovamente si verifica se g $1n - 2 , j n - 2 , j
e si continua in questo modo finché non si ottiene un insie­
me di g. .(i = O, . . . ,n ) che soddisfi le prime n equazioni: i 1 j c c
rimanenti n-n valori di g.. sono eguali ad 1. Si è così otte- c
nuto un insieme di g. . valori che soddisfano l’equazione dif- i, J
ferenziale soggetta al viricolo del rimborso anticipato; questo
metodo fornisce quindi un valore del titolo obbligazionario
per ogni incremento di tempo e per l’intero campo dei tassi 
di rendimento considerati.
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Appendice F

Simbologia 

c valore corrente di una call option
C corso tei quel di un’obbligazione
C’ corso secco di un’obbligazione
d dividendo
£ dividend yield: <£ =d/s

i tasso nominale di un’obbligazione, composto annualmente 
i’ rendimento effettivo composto annualmente
i\ rendimento immediatoc
i^ premio di rimborso
L funzione di ripartizione dognormale
m cedola indicizzata

media di
ja media di In ( S*/s^) = (P- 0;-/2 ) T n
n data corrente
N funzione di ripàrtizione normale

tasso istantaneo di variazione della variabile base: <=ln(S. /S. , ) 
p valore corrente di una put option
r tasso nominale di un’obbligazione, composto continuamente
r’ rendimento effettivo composto continuamente
S corso di un’azione
(7^ varianza di
r/ varianza di ln(S*/s ) :(/= o>T

n ’

t tempo cronologico
T tempo mancante alla scadenza
V vita residua di un’obbligazione
X prezzo d’esercizio di un’opzione.
Le variabili con asterisco- c*, S*, p*. .. si riferiscono al tempo t*,
data di scadenza. Le variabili con indice n, s , i ,... si riferisco-

n n >

no al tempo n, data corrente. Le variabili col segno minuscolo s, i’
sono determinazioni delle v.c. S, I.
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Tav. 14

Ipotesi: valore corrente del tasso base pari a 6,30.

----■----- ---------------------------------- -------------- ----------------------—------
1 VALORE ATTESO DEL TASSO BASE E INTERVALLI DI CONFIDENZA 1

1 lead 1 LIMITE 1 LIMITE 1 VALORE 1 LIMITE 1 LIMITE 1
1 1 INFERIORE 1 INFERIORE 1 ATTESO 1 SUPERIORE 1 SUPERIORE 1
1
* a

1 (95%) 1 (50%) 1 1 (50%) 1 (95%) 1

1 > 1 1 5.84 1 6.13 1 6.30 1 6.46 1 6.79 1
1 2 1 5.66 1 6.07 1 6.30 1 6.52 1 7.00 1
1 3 1 5.52 1 6.01 1 6.30 1 6.57 1 7.16 1
1 4 1 5.41 1 5.97 1 6.30 1 6.61 1 7.30 1
1 5 1 5.31 1 5.92 1 6.30 1 6.65 1 7.42 1
1 6 1 5.22 1 5.89 1 6.30 1 6.68 1 7.54 1
J 7 1 5.14 1 5.85 1 6.30 1 6.71 1 7.64 1
1 8 1 5.07 1 5.82 1 6.30 1 6.74 • 1 7.74 1
1 9 1 5.00 1 5.79 1 6.30 1 6.76 1 7.84 1
1 10 1 4.93 1 5.76 1 6.30 1 6.79 1 7.93 1
1 11 1 4.87 1 5.74 1 6.30 1 6.81 1 8.02 1
1 12 1 4.82 1 5.71 1 6.30 1 6.83 1 8.10 1
1 13 1 4.76 1 5.69 1 6.30 1 6.85 1 8.18 1
1 14 1 4.71 1 5.66 1 6.30 1 6.87 1 8.26 1
1 15 1 4.66 1 5.64 1 6.30 1 '6.89 1 8.33 1
1 16 1 4.61 1 5.62 1 6.30 1 6.90 1 8.41 I
I 17 1 4.57 1 5.59 1 6.30 1 6.92 1 8.48 1
1 18 1 4.52 1 5.57 1 6.30 1 6.94 1 8.55 .1
1 19 1 4.48 1 5.55 1 6.30 1 6.95 1 8.62 1
1 20 1 4.44 1 5.53 1 6.30 1 6.97 1 8.68 1
1 21 1 4.40 1 5.51 1 6.30 1 6.98 1 8.75 1
1 22 1 4.36 1 5.49 1 6.30 1 7.00 1 8.81 1
1 23 1 4.32 1 5.47 1 6.30 1 7.01 1 8.88 1
1 24 1 4.29 1 5.45 1 6.30 1 7.02 1 8.94 1
1 25 1 4.25 1 5.44 1 6.30 1 7.04 1 9.00 1
1 26 1 4.22 1 5.42 1 6.30 1 7.05 1 9.06 1
1 27 1 4.18 1 5.40 1 6.30 1 7.06 1 9.12 1
1 28 1 4.15 1 5.38 1 6.30 1 7.08 1 9.18 1
1 29 1 4.12 1 5.37 1 6.30 1 7.09 1 9.24 I
1 30 1 4.09 1 5.35 1 6.30 1 7.10 1 9.30 1
1 31 1 4.06 1 5.33 1 6.30 1 7.11 1 9.35 1
1 32 1 4.03 1 5.32 1 6.30 1 7.12 1 9.41 1
1 33 1 4.00 1 5.30 1 6.30 1 7.13 1 9.46 1
1 34 1 3.97 1 5.29 1 6.30 1 7.14 1 9.52 1
1 35 t 3.94 1 5.27 1 6.30 1 7.15 1 9.57 1
1
♦ -

36 1 3.91 1 5.26 1 6.30 1 7.16 1 9.63 I



Tav. 15
1 CEDOLE MINIME E MESI MANCANTI ALLA 1

NOTE 1ideterminazione DELLE CEDOLE NON ANCORA

1 TITOLO 1 CEDOLE 1 MESI 1
1 1 MINIME 1 mancanti 1
4. ~~ 4 — —

1 CCT 1.3.81 1 6.15 1 1
1 CCT 1.7.81 1 6.1S 1 1
1 CCT 1.10.81 1 6.15 1 1 1
1 CCT 1.12.81 1 6.15 1 3 1
1 CCT 1.1.82 1 6.35 1 4 1
1 CCT 1.3.82 1. 6.35 1 6 1
1 CCT 1.5.82 I 1 6.15 1 2 8 1
1 CCT 1.5.82 II 1 6.75 1 2 8 1
1 CCT 1.6.82 1 6.75 1 3 9 1
1 CCT 1.7.62 1 1 6.15 1 4 10 1
1 CCT 1.7.82 II 1 6.75 1 4 10 1
1 CCT 1.8.82 1 0.75 1 5 11 1
1 CCT 1.10.82 I 1 6.15 1 1 7 13 1
1 CCT 1.1.83 - 1 6.35 1 4 10 16 1

♦ •

1 probabilità», che il tasso BASE (S) 1
ISIA 1maggiore della CEDOLA MINIMA (X) 1

1 titolo 1 PROBABILITÀ» 1

1 CCT 1.3.81 1 1
1 CCT 1.7.81 1 1
1 CCT 1.10.81 1 .73 1
1 CCT 1.12.81 1 .63 1
1 CCT 1.1.82 1 .44 1
1 CCT 1.3.82 1 .45 1
1 CCT 1.5.82 I 1 .66 .57 1
1 CCT 1.5.82 li 1. .10 .24 1
1 CCT 1.6.82 1 .14 .26 1
1 CCT 1.7.82 I 1 • 61 .56 1
1 CCT 1.7.82 II 1 .17 .26 1
1 CCT 1.8.82 1 .20 .27 1
1 CCT 1.10.82 I 1 .73 .57 .54 1
1
♦ «

CCT 1.1.83 1 .44 .45 .45 1

ì VALORE ATTESO DEL TASSO BASE 1
1 CONDIZIONATO DA S>X 1
♦ ■
1 TITOLO 1 VALORE ATTESO 1

1 CCT 1.3.81 1 1
1 CCT 1.7.81 1 1
1 CCT 1.10.81 1 6.41 1
1 CCT 1.12.81 1 6.55 1
1 CCT 1.1.82 I 6.73 1
1 CCT 1.3.82 1 6.82 1
1 CCT 1.5.82 1 1. 6.49 6.77 1
1 CCT 1.5.82 II 1 6.93 7.21 1
1 CCT 1.6.82 1 6.99 7.24 1
1 CCT 1.7.82 1 1 6.60 6.84 1

4 CCT 1.7.82 li 1 7.04 7.28 1
1 CCT 1.8.82 1 7.09 7.31 1
1 CCT 1.10.82 I 1 6.41 6.73 . 6 • 93 1
1
♦ •

CCT 1.1.83 1 6.73 6.97 7. 16 1
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